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Introduccion

El objetivo principal del presente trabajo es la investigacion, caracterizacién
y la demostracion de algunas propiedades de las légicas intermedias, es decir
las l6gicas que estan entre la légica clasica y la logica intuicionista, y para
encontrar dichas caracterizaciones es necesario contar con una herramien-
ta de software para el estudio de las diferentes axiomatizaciones, y formas
excepcionales, debido a su utilidad en programacién légica.

Demostramos el teorema de completamiento para logicas intuicionistas el
cual no se encuentra en ninguna bibliografia referida y un lema de asignacion
sobre logicas intermedias.

Este software llamado "nd20” verifica la independencia de un axioma con
respecto al resto de axiomas de una teoria. Dando lugar a poder encontrar
sus formas excepcionales, utilizando para ello una légica con mas valores de
verdad que la original.

El material esta ordenado de la siguiente manera: Realizamos una pre-
sentacion de las nociones bésicas de logica proposicional, con sus diferentes
variaciones axiomaticas. Un brevario de las semanticas, ademéas mostramos
algunas propiedades de la légica intuicionista, siguiendo con las logicas in-
termedias y continuamos con la presentacion de la negacién fuerte y débil,

Explicamos el concepto de independencia y excepcionalidad. A continuacién



pasamos a la descripciéon del software y pruebas realizadas. y terminamos

con una propuesta de paralelizacion de este software.



Capitulo 1

Preliminares

Damos una breve descripcion del célculo proposicional, ejemplos de diferentes
axiomatizaciones y la nociéon de punto fijo. Para mas detalles consultese:

[Men87] y [Dal89).

1.1 Calculo proposicional
Definicién 1 Una teoria formal L esta constituida por:

1. Un conjunto numerable de simbolos ¥, llamados “simbolos del lenguaje
o alfabeto[HU96] de L”. Una sucesién finita de simbolos de L, serd una

expresion de L.

2. Un subconjunto de expresiones de L que llamaremos formulas bien

formadas (“wfs”).
3. Un subconjunto de férmulas bien formadas que llamaremos axiomas.

4. Un conjunto finito {Ry, Ry, ..., R,} de relaciones entre las férmulas

bien formadas, que llamaremos reglas de inferencia. Para cada R; existe
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un unico entero positivo j tal que, para cualquier conjunto de j férmulas
bien formadas y cada férmula 1) se puede decidir si es que las 7 formulas
bien formadas estan R;—relacionadas con 1. Si este fuese el caso, se
dice que ¥ es una consecuencia directa de las férmulas bien formadas

dadas por medio de R;.

Ejemplo 1 FEl cdlculo de proposiciones es un ejemplo de una teoria formal

donde se tiene por alfabeto:
e Simbolos proposicionales: pg, p1, P2, - -« Py - - -

e Conectivos: ~ (negacién), V (disyuncién), A (conjuncién), = (impli-
cacién), < (doble implicacién).

e Simbolos auxiliares: “(”, «)”

e Férmulas bien formadas: FEl conjunto de férmulas bien formadas, w fs:

1. p; € wfs para cada i € N.
2. Sip,g € wfsentonces pVqg, pAqg,p=q,p<=qecwfs.

3. Sipewfs entonces ~p € wfs.

e Adoptaremos la notacién de p, ¢ al referirnos a atomos y ®, ¥ a wfs.

e Se puede demostrar que los conectivos ~, =, son suficientes para ex-
presar a los conectivos V, A, <, por ejemplo, p V ¢ es logicamente

equivalente a ~ p = ¢[Men87|.

Definicién 2 Al conjunto de proposiciones PROP es el minimo conjunto
que cumple estas condiciones. Asi que tenemos un mecanismo para formar

proposiciones a partir de otras.
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Axiomas: Si p, ¢, r son cualesquiera formulas bien formadas, las siguientes

expresiones son axiomas para el cdlculo proposicional L.

o (A) Y= (p=1)
o (A2) (W= (p=9)=((¥=9p)=(¥=209)
o (A3) (v o) = (~¥) = (v ) =) = ¢))

Reglas de inferencia: La tnica regla de inferencia es M P (modus Ponens),

esto es: ¢ es consecuencia directa de p y de (p = q).
Comentario 1 El numero de axiomas de esta logica es infinito
Notacién 1 Llamaremos atomos a los simbolos proposicionales.

Comentario 2 FEl azioma (A3) (((~ ¢) = (~ V) = (~ ¢) = ¢) =

©)) es equivalente a [(~p=p) = p)|A [p= (~p=7q).
Ejemplo 2 Sea el cilculo de proposiciones usual con los siguientes axiomas:

L= (p=1)
2. (= (p=9)= (V=9 = {=9))

3. (~® = &)= &) Donde ® es una wfs.

Definicién 3 Una prueba en L de A es una sucesion finita Ay, Ao, ..., A,
tal que A, = A y cada A; es un axioma o una consecuencia directa de
algunas formulas bien formadas precedentes, obtenidas por medio de reglas
de inferencia (ver [JYTLS89]) . SeaT un conjunto de férmulas bien formadas.
['={p,Pa,...,0u}. Diremos que I' prueba a A y lo denotaremos I' = A si

existe una prueba para A basada en los axiomas y en las formulas 3; € T'.
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Definicién 4 Un teorema de L es una wfs A de L tal que existe una prueba

cuya dltima wfs es A. (en este caso I’ = ¢)

Definicién 5 p es una subformula de q cuando suceda cualquiera de los

siguientes casos:
1. gq=p
2. ¢ = (q1 = ¢q2) donde p es subformula de ¢, o de gs.

3. q= (~q) y p es una subformula de q;.

En el aspecto semantico, dado un atomo, podemos asignarle un valor
verdadero o falso (o respectivamente uno o cero). Definamos los valores de

verdad para la proposicién p = ¢ de la manera usual.

Definicién 6 Sea un mapeo V : PROP — {0,1} se llamard una valuacion

s1
1. V(p=q) =0 siysolosiV(p)=1yV(q) =0.
2. V(~vp)=1-V(p)

Se puede probar que si V; es un mapeo del conjunto de dtomos a {0, 1},
entonces existe una unica valuacién V' tal que V(p) = Vi(p) para el caso
cuando p es un dtomo[Dal89]. El autor prueba que el valor de V(p) de p bajo

V' depende unicamente de los valores de V' en las subférmulas atémicas de p.

Teorema 1 Si V(p;) = Vi(p:) para todo p; que ocurre en ® entonces

V(®) = Vi(®) (ver [Dal89]).
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Resulta claro que V( p = p) = 1, independientemente del valor que tenga
V(p). Al subconjunto de PROP que evalien siempre a 1 se les llamard

tautologias.

Definicién 7 p es una tautologia si V(p) = 1. Denotaremos esto por |= p.
Si I es un conjunto de proposiciones, I' = p si y solo si para toda V' se tiene

que: V(q) =1 ¥Yq € T implica que V(p) = 1.

e Luego entenderemos que un conjunto de proposiciones I', valida a una
proposicién p si toda funcién de evaluacion V' que valida a cada una
de las proposiciones en I', también valide a p. Denotaremos esto por

[' E p y diremos que p es una consecuencia légica de T

e En el caso de proposiciones, o de manera mas general en el caso del

célculo de predicados, I' = ® si y solo si I' - ©.

Definicién 8 Diremos que I es un modelo si su valuacion y su valuacion

inducida (esto es V(a) = 1,Ya € 1) es tal que V(c) =1

Definicién 9 Sea V' una valuacion y sea ® una formula. V' es un modelo
para ® en el caso que V(®) =1. SiV es una valuacion y sea ' un conjunto

de wfs, diremos que V modela a T' s V& € I', V' modela a ®

Entenderemos por ® [V /p;]a la proposiciéon que obtenemos a partir de
sustituir todas las ocurrencias de p; en ® por U. Es claro que si en ¢ no
contiene alguna ocurrencia de p;, entonces ® [V /p;] = ®. Adicionalmente se

tienen los siguientes resultados:

o O[U/p;]=® si @ es un dtomo y & # p;
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o O[U/p]=Wsi®=p;

o Oy = Oy [V/p] = @1 [V/pi] = P [V/pi]
o (~@)[U/p] =~ @[¥/pi
Necesitaremos los siguientes teoremas:

Teorema 2 Si|= &) < &y, entonces =V [®y/p| < U [Dy/p] para la prueba,
véase [Dal89].

Teorema 3 (El teorema de deduccion). Si I' es un conjunto de formulas

bien formadas, ademds A, B son formulas bien formadas y se tiene que T,

A E B entonces: T = A= B. !

1.2 Programas definidos y programas norma-
les

En este capitulo centramos nuestro estudio en ciertos conjuntos llamados
programas definidos y programas normales, para los cuales proponemos una
nueva axiomatizacion y examinaremos algunas propiedades de éstos, bajo

esta nueva perspectiva.
Definicién 10 Llamaremos literal a un dtomo o a la negacion de un dtomo.

Definicién 11 Una cliusula es una wfs de la forma: ALV As V-V ARV ~

B\V ~ ByV---V ~ B,. Donde A;, Bj, son dtomos. Por las leyes de De

'Es de resaltar el hecho que en la prueba del teorema de deduccién sélo se utilizan
los axiomas A; y As, ademds la regla de inferencia M P. Esto significa que en cualquier
sistema que tenga lo anteriormente senalado, vale el teorema de deduccién[Men87].
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Morgan, una cliusula se puede poner en la forma: By AN Bs A--- N B, =
ALV Ay V-V A, Por notacion esto se expresard indistintamente como
AVAsN-- VAL <= BiABsN\---AB,,, como Ay, As, ..., Ay <= By, Bs, ...., B, 0
como Ay, As, ..., Ay : —B1, Ba, ...., B, Se le llamard a Ay, As, ...., Ax la cabeza

de la clausula y a By, Bs, .....B, el cuerpo de la clausula.

Definicién 12 Una cldusula para un programa definido o una clausula
definida es una cldusula de la forma A < By, Bs,...,B, donde A, B,
son dtomos. De acuerdo a nuestra convencion de utilizar unicamente los

conectivos logicos ~, e =, una clausula es una wfs de la forma
Bi= (By=(...(B,= A))...)
Definicién 13 Un programa definido es un conjunto finito de clausulas para

programas definidos.

Definicién 14 Una cldusula normal para un programa es una cldusula de
la forma A<= Ly N Ly A--- N L,. Donde A es un datomo y L; son literales.

Nuevamente esto se deberd entender como Li(= Lo(= (... (L, = A)...)

Definicién 15 Una cldusula normal extendida es una cldusula de la forma

A<=IiNLyAN---NL,. Donde A, L; son literales.

1.3 Puntos Fijos

1.3.1 Relaciones y conjuntos parcialmente ordenados

Un orden parcial en un conjunto S es una relacién que es reflexiva, transitiva

y antisimétrica. Si S es una familia de conjuntos, la relacién “ C 7 “es
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subconjunto de” es un orden parcial en. Un conjunto parcialmente ordenado
es un conjunto con un orden parcial definido en él. Escribamos esto como
(S,“ < 7). Sea (S,“<7),si x <yyno existe z tal que z < x, se dice
que z es elemento minimo de .S. Un elemento a en un conjunto parcialmente
ordenado es una cota inferior de un subconjunto E sia < z paratodax € F.
Similarmente a es una cota superior de E en el caso que x < a para todo
x € E. «a es el supremo de E si es la minima de las cotas superiores. [ es el

infimo de F si es la mas grande de las cotas inferiores.

1.3.2 Lattices completos y mapeos mondtonos

Sea (L, “ <)y supongamos que para todo £ O L, E siempre tenga infimo
y supremo. Entonces diremos que (L, “ < ”) es un lattice completo. Un
lattice completo tiene un supremo e infimo sobre el mismo lattice. Sea S
un conjunto, (2, “ C ”) es un lattice completo. El supremo de 2% es S y el
infimo es (). Podemos ahora considerar funciones o mapeos con dominio y
rango en L. Sea (L, “ <) lattice completo, 7" : L. — L mapeo. Diremos que
T es mondtona si siempre que x < y implica que T'(z) < T'(y). Sea (L, “ <)
lattice completo y sea X C L. X se llamara un subconjunto dirigido si para
cualquier subconjunto finito de X, admite una cota superior en X. Cuando
T sea un mapeo que respete supremos sobre conjuntos dirigidos, diremos que
el mapeo T es continuo. Sea (L,*“ < 7) lattice completo. T : L — L.
Llamaremos T es continua si dado cualquier subconjunto X C L dirigido:
T(sup{X}) = sup{7T(X)}. Diremos que a € L es un punto fijo de T' si
T(a) = a. Si a es punto fijo y ademés para todo b € L también punto fijo se

tiene que a < b se dice que a es el menor punto fijo. Similarmente se define el
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concepto de mayor punto fijo. Ahora enunciaremos un importante teorema

sobre puntos fijos.

Teorema 4 Sea (L,“ <) lattice completo. Sea T : L — L mondtona.

Entonces

1. El menor punto fijo de T es fijo igual a «, donde

a=inf{r:T(z) =2} =inf{z: T(x) <z}

2. El mayor punto fijo de T es igual a 3, donde

B=sup{z:T(x) =z} =sup{x:z<T(x)}

Para més detalles consultar [L1087].
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Capitulo 2

Algunas caracterizaciones de

légicas y semanticas

2.1 Loégicas no monétonas

La logica clasica no otorga la expresividad suficiente para representar las for-
mas de razonamiento que los seres humanos utilizamos habitualmente. Uno
de estos tipos de razonamiento es el mondtono o revisable, bosquejado en
la seccién anterior (ver [BDK97] y [ADO99]). Le llamamos mondtono en el
sentido siguiente: supongamos que de un conjunto de premisas S podemos
inferir la aseveracién F', si agregamos hechos a S es posible que ya no po-
damos inferir F'. Esta situacién es contraria al comportamiento de la logica
clasica. Para una explicaciéon detallada de los problemas de representacién
del conocimiento que condujeron al estudio del razonamiento no mondétono,
y de las teorias que se han desarrollado, se sugiere revisar [BDK97], [Dix95],
[DFN99] y [L1087].

Aqui bosquejaremos cuatro légicas distintas que se han desarrollado para
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representar el razonamiento no monotono.

Observemos que para definir una légica, dado el lenguaje (conjunto de
férmulas bien formadas) y el conjunto de axiomas, podemos proceder de
dos formas: definir el conjunto de interpretaciones del lenguaje que modelan
a el conjunto de axiomas, o definir un conjunto de reglas de inferencia. De
cualquiera de estas formas se proporciona una manera de decidir que formulas
se pueden deducir mediante dicha légica, en otras palabras, cuales férmulas
son consecuencia logica de los axiomas.

La primera logica es muy sencilla, la Ldgica de la Asuncion del Mundo
Cerrado, CWA (por sus siglas en inglés: Closed World Assumption). Esta
consiste en agregar a la logica clasica la siguiente regla de inferencia: si no
se puede inferir un atomo ground de la teoria, entonces se infiere la negacion
de dicho atomo [Gab91].

Légica por Defecto da una manera de representar hechos y defectos (o
prejuicios), a partir de éstos se definen las extensiones. Intuitivamente, un
conjunto de férmulas es una extension si contiene a la cerradura légica clésica
del conjunto de hechos, si todos los defectos que son aplicables en el conjunto
se han aplicado y si cada férmula en el conjunto tiene una derivacién a partir
de los hechos y de los defectos aplicables. Una férmula es una consecuencia
logica incrédula si pertenece a todas las extensiones de la teoria y es una
consecuencia logica crédula si pertenece a alguna de las extensiones.

Légica Autoepistémica (ver [Gel87])es una légica modal y de creencias.
Se amplia el lenguaje de primer orden con la inclusién de un nuevo operador
unario B. Este representa a un agente de razonamiento que tiene creencias
propias. Se introducen las reglas de inferencia: introspeccion negativa (si

@ no es creida por el agente, =By es creida) e introspeccion positiva (si
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¢ es creida por el agente, By es creida). A partir de esto, se definen las
expansiones. Una férmula es una consecuencia logica incrédula si pertenece
a todas las expansiones de la teoria y es una consecuencia logica crédula si
pertenece a alguna de las expansiones.

Por 1ltimo, la légica definida por Circunscripcion. La Circunscripcion
es un método para definir la cerradura légica de una teoria mediante la
restriccion de sus modelos a aquellos que tienen una extension minima de
algunos predicados previamente selectos, es un caso particular de las llamadas
Légicas Preferenciales. La manera de elegir a los modelos preferidos es la
siguiente. Se define un orden < en las interpretaciones del lenguaje, una
interpretacion I satisface preferencialmente a una sentencia A si y sélo si
satisface a A y no existe I' que satisface A con I' < I. En este caso, I es un
modelo preferido de A. Como vimos antes, F' serda una consecuencia logica

de la teoria si es verdadera para todo modelo preferido.

2.2 Razonamiento revisable

El razonamiento no mondtono o revisable tiene como caracteristica principal
el hecho de que, habiendo obtenido una conclusiéon a partir de un conocimien-
to dado, esa conclusién puede ser refutada mediante la obtenciéon de nuevo
conocimiento.

Daremos aqui algunos ejemplos clasicos de este tipo de razonamiento.
Para una explicacién més detallada se puede consultar [BDK97] y [DFN99].

Razonamiento del tipo CWA (Closed World Assumption). Supongamos
que nos enteramos que un amigo ha comido hoy a la una de la tarde. Si al-

guien nos pregunta si nuestro amigo comié a las dos, aunque nadie nos haya
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dicho que el amigo en cuestion no comié a esa hora, nosotros contestaremos
negativamente, ; Cémo sabemos que, en efecto, no comio a las dos?, lo hemos
deducido, sin embargo; si después nos enteramos de que el pobre chico, des-
pués de haber comido con su novia a la una, se encontré con su otra novia y
comié también con ella a las dos (para despistar), se habra refutado nuestra
deduccion mediante la obtenciéon de méas conocimiento.

Razonamiento del tipo Abductivo. En el razonamiento logico clasico, si
sabemos que una situacion B es consecuencia de una situacién A y nos ente-

A28 En el diagndstico

ramos de que A ha ocurrido, podemos deducir B (
médico, si se sabe que una enfermedad A ocasiona los sintomas B y se sa-

be que un paciente tiene los sintomas B, se deduce que la enfermedad que

B,ADB

T ), éste es llamado razonamiento abductivo, es revisable

padece es A (
porque si el médico se entera de que el paciente tiene mas sintomas, o de
informacién que el paciente le habia ocultado (tal vez involuntariamente),
puede darse cuenta de que su diagnéstico ha sido incorrecto.

Razonamiento por defecto. Supongamos que un amigo nos presentara
mafana a una chica nacida en Tabasco, por cierto prejuicio (por defecto),
nosotros deducimos que la muchacha es morena y de formas turgentes (asi
como nos gustan) y nos preparamos muy bien para el encuentro. Es claro

que nuestra conclusion puede ser refutada por el nuevo conocimiento que

obtendremos manana. Asi, estamos ante un razonamiento revisable.

2.3 LP-Semanticas

Describiremos a continuaciéon los conceptos bésicos que involucran las

semanticas, como modelo minimo, interpretacién de Herbrand, Validez, etc.
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2.4 LP-Semanticas

Proposicién 1 Sea P un programa definido, sea MOD (P) el conjunto de
modelos de Herbrand bivaluados de P (como sabemos cada modelo se puede
ver como un subconjunto de Bp). La interseccion de MOD (P), denotada
por Mp, siempre existe y es también un modelo de P. Le llamaremos el

Modelo Minimo de Herbrand de P.

Proposicién 2 Sea P un programa definido. Sucede que Mp = {A € Bp :

A es una consecuencia logica de P}.

Definicién 16 Sea P un programa definido. El mapeo Tp : 287 — 2Bp
es definido como sigue. Sea I una interpretacion de Herbrand. FEntonces
Tp(I)={A € Bp: A— Ay, ..., A, es una instancia ground de una cldusula

en Py {Aq,...,A,} C I}. Se puede ver que Tp es continuo.

Proposicién 3 Sea P un programa definido. Sucede que Mp = I fp(Tp) =
Tp T w.

Definicién 17 Sea P un programa definido y G una consulta definida. Una
respuesta para P U {G} es una sustitucion para algunas de las variables de
G. Si G es de la forma < Ay, ..., Ay, se dice que 0 es una respuesta correcta

para PU{G} siV((Ay, ..., Ar)0) es una consecuencia logica de P.

Tenemos entonces que Mp es la semantica natural de un programa P.
La manera computacional de encontrar los elementos de este modelo es el
bien conocido procedimiento llamado Derivacién-SLD. Para los detalles de
este método se puede consultar [L1o87]. Dados un programa y una meta

definidos, un sistema de programacion logica que utilice la Derivacién-SLD
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podra entregar una respuesta a la que llamaremos respuesta computada. Los
resultados tedricos mas interesantes aqui son los de validez y completez de

la Derivacién-SLD.

Teorema 5 (Validez) Sea P un programa definido y G una meta definida.
Sucede que una respuesta computada de P U {G} es también una respuesta

correcta de PU{G}.

Teorema 6 (Completez) Sea P un programa definido y G una meta definida.
Para cada respuesta correcta 0 para PU{G?}, existe una respuesta computada

o para PU{G} y una sustitucion vy tal que 6 = o7y.

Veamos como podemos inferir informacién negativa a partir de programas

definidos.

Definicién 18 (CWA) Sea P un programa definido y A € Bp. Si A no es

una consecuencia logica de P podemos inferir = A.

Definicién 19 (Regla de Herbrand) Sea P un programa definido y A € Bp.

Si comp(P) U {A} no tiene un modelo de Herbrand podemos inferir —A.

Definicién 20 (Negation as Failure) Sea P un programa definido y A € Bp.
Si PU {« A} tiene un drbol SLD finito y fallido podemos inferir —A.

Consideremos ahora los programas normales.
Para estos programas, la definiciéon de las seménticas esta basada en el

completamiento de Clark de un programa, definido en el capitulo anterior.

Definicién 21 Sea P un programa normal y G una consulta normal. Una
respuesta para PU{G} es una sustitucion para algunas de las variables de G.
St G es de la forma «— Ly, ..., Ly, se dice que 0 es una respuesta correcta para

comp(P)U{G} si V((L1, ..., Lr)0) es una consecuencia logica de comp(P).
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El método computacional para encontrar las respuestas para una consulta
normal es el procedimiento llamado Derivacion-SLDNF'. Para los detalles de
este método se puede consultar [L1o87]. Dados un programa y una meta de-
finidos, un sistema de programacion légica que utilice la Derivacién-SLDNF
podra entregar una respuesta a la que llamaremos respuesta computada. El
resultado de validez de la Derivacion-SLDNF se da a continuacion, la comple-

tez sélo ocurre bajo ciertas condiciones (véase [L1o87], [BD94a] y [BD94b]).

Teorema 7 (Validez) Sea P un programa normal y G una meta normal.
Sucede que una respuesta computada de P U {G} es también una respuesta

correcta de P U{G}.

Sumarizando, hemos definido una seméntica para programas definidos
mediante la exhibicion de un modelo, la semantica del modelo minimo. He-
mos definido una seméantica para programas normales mediante la exhibicion
de una regla de inferencia (SLDNF), esta semantica consiste de el conjunto de
consecuencias légicas del completamiento del programa y le denotamos por
COMP. Sin embargo, esta ultima presenta algunos inconvenientes. Primero,
el completamiento de un programa puede ser inconsistente. Segundo, en el
procedimiento SLDNF se puede producir un estancamiento (floundering), es
decir; es posible que en la secuencia de consultas generada por el proceso,
exista una consulta en la cual ninguna literal pueda ser seleccionada. Por
esto se ha definido una semantica basada en modelos trivaluados que resuelve
el problema de inconsistencia, la llamada COMPj3 (la légica trivaluada que
se considera en estos modelos es la de Lukasiewicz). Esta seméntica se define

como un punto fijo del siguiente operador:

Definicién 22 Sea P un programa normal, definimos el mapeo ¢p : 357 —
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3Br (387 es el conjunto de interpretaciones de Herbrand trivaluadas para

Lp) de la siguiente manera.

.
t, si existe A« Ly, ..., L, tal que es instancia ground

de una clausula en P y Vi <n sucede que I(L;) =t
®p(1)(A) =1 f, sipara toda A «— Ly, ..., L, tal que es instancia ground

de una cldusula en P sucede que 3i < n con I(L;) = f

u, de otra manera.

donde t es verdadero (1), f es falso (0) y u es indefinido (1/2).

Definicién 23 Sean [ y J modelos trivaluados de un programa P. Decimos
que I <, J si True(I) C True(J) y False(I) C False(J). Decimos que I <,J
si True(I) C True(J). Donde True(I) es el conjunto de dtomos ground a
los que el modelo I evalia verdaderos y False(I) es el conjunto de dtomos

ground a los que el modelo I evalia falsos .

Definicién 24 Sean SEM;, y SEM, dos semanticas, decimos que SEM; <j,
SEM; si para todos los programas Py todas las literales | lo siguiente sucede:
[ es verdadero en cada uno de los modelos que conforman SEM;(P) implica

que | es verdadero en cada uno de los modelos que conforman SEM,(P) .

Proposiciéon 4 &p es <p-mondtono, luego tiene un menor punto fijo. Es-

te punto fijo es un <g-modelo minimo trivaluado de comp(P). Definimos

COMP3(P) = 1fp(®p).
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Capitulo 3

Hacia las légicas Intermedias

El matematico holandés L.E.J. Brouwer (1881-1966) en principios del siglo 20
tenia la vision fundamental que se evitaran los argumentos del no constructi-
vismo, abandonando un principio de légica clésica que esta detras de las leyes
de Morgan. Este es el principio del tercero excluido (o medio excluido) que
afirma que, para cada proposicion ¥, 1) o no v¥; y equivalentemente que, para
cada 1, == implica ¢. Este principio es basico en la logica clasica y ya se
habia enunciado por Aristételes, aunque con algunas reservaciones, cuando
él senalé que la proposicion “habra una batalla en el mar del manana”es ni
verdadero ni falso.

Brouwer no pidié que el principio del tercero excluido siempre fallara,
solo que puede fallar en la presencia de conjuntos infinitos. De dos niimeros
naturales x y y que uno siempre puede decidir si x = y o x # y, pero de
dos nimeros reales esto no puede ser posible, como uno sabe, puede tener
un numero infinito de digitos sus expansiones decimales. Las objeciones
similares aplican a las leyes de Morgan, una consecuencia del principio del

tercero excluido.
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Arend Heyting (1898-1980) discipulo de Brouwer iniciaron un lenguaje
formal para la aritmética intuicionista de primer-orden. Posteriormente al-
gunos de los seguidores de Brouwer estudian la teoria de tipos intuicionista
que solo difiere de la teoria de tipos clasica por la ausencia de un solo axioma

(la negacién doble):

—\—|w—>w

La forma moderada de intuicionismo considerada por el constructivismo
de Kronecker no considera la posicion mas extrema de finitismo. Segin este
punto de vista que regresa a Aristoteles, los conjuntos infinitos no existen,
exceptuando potencialmente. De hecho, precisamente esta en la presencia
de conjuntos infinitos que los intuicionistas dejan caer el principio clasico del

tercero excluido.

3.1 Légica intuicionista

Exponemos brevemente algunas propiedades que se cumplen en légica intui-
cionista, es importante observar el uso de la ”La negacion como fallo” en

l6gica intuicionista.

Axiomas: Si ), ¢, ¢ son cualesquiera férmulas bien formadas, las siguientes

expresiones son axiomas para la logica intuicionista 1.
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A1) V= (p=>)
As) (W= (p=9)= (V=9 = {1 =9)
) VA=
) YAe=¢
) Y= (e=(WAY)
Agi) = (V)
) = (V)
) W=¢)=((¢=9)={WVe=29)
) (=)= (¥ =~p)=~1)
Agi) ~Y= (=)
Reglas de inferencia: La tnica regla de inferencia es M P (modus Ponens),

esto es: ¢ es consecuencia directa de ¥y de (¢ = ).

Definicién 25 "a prueba a ¢”, donde el concepto de prueba se comprende
como una construccion. Las pruebas de declaraciones compuestas dependen

de las pruebas de sus partes.

e a prueba ¢ N := a es un par < b,c > tal que b prueba © y ¢ prueba

e a prueba ¢ V1) := a es un par < b,c > tal que b es un numero natural

y st b =0 entonces ¢ prueba ¢, si b # 0 entonces ¢ prueba ).

e a prueba ¢ = Y = a es una construccion que convierte cualquier

prueba p de ¢ dentro de una prueba a(p) de ¢
e no a prueba L

Ejemplo 3 ¢ A Y = 1 es verdadera, para < a,b > una prueba de © N\,
entonces la construccion ¢ con c(a,b) = a convierte una prueba de p N a

una prueba de p. Asi “c”prueba (o N = p).
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En légica intuicionista se cumplen las siguientes propiedades, algunas

demostradas en las siguiente seccion:

FreAb S Y Ae

FreVYy ey Ve

Fi(eAY)No s oA A)

Fr (V) VospV (Vo)

FreV (@ Ae) e (pVY)A(pVo)

Fre A Va) e (pAY)V(pAo)

Fre =

Fi(p= W =0)e oAy =0)

Fre= (¥ =)

Fre = (ne =)

F1 (e V) & mp A

Fr Y Vo = (U A )

Fir (- V) & (0 = ¢)

Fr(p=9) = (¢ = )

Fr(p =)= (Y = 0) = (p=0))

3.2 Teorema de extension para teorias intui-
cionistas
Lema 1 ;¢ =

Demostracién.
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1) W= (v=¢)=v)=(¢¥=(w=v))= ¥ =1)) axioma 4,
2) v=(¥=1v)=1v) axioma A,
3) W=@W=v)= =1 MP (1), (2)
4) v=W=1) axioma A;
(5) (W=1) MP (3), (4)

Lema 2 (teorema de deduccion intuicionista)

Demostracion. La demostracion del teorema de deduccién de légica clésica
es valido en logica intuicionista, porque solo utiliza los axiomas Ay y As, que

se encuentran también en légica intuicionista. m
Lema 3 ;¢ =~~ 1

Demostracion. Por teorema de deduccién intuicionista, si ¢ Fy~~ 1) en-

tonces F; Y =~~~ 1)

(1) ¢ hip.

(2) (~v =)= (~ =~ ) =~~1) axioma Ag
(3) Y= (~¢p=~7) axioma A,
4) ~v=1v MP (1),(3)
(5) (Y =~¢) =~y MP (4),(2)
(6) ~v=~7 Lema 1
.(7) ~e ) MP (6),(5)

Lema 4 F;p = (~ ¢ = 1)

Demostraciéon. Por teorema de deduccién intuicionista, si ¢, ~ 9 F; ¢

entonces F; o = (~ p = )
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1) v hip.
2) ~4 hip.
(3) ~v = (=) axioma A
4) v=0 MP (2), (3)
(5) ¢ MP (1), (4)

Lema 5 F; (¢ =~ ) =~

Demostracion.
(1) W=19) por Lemma 1
2) W=v)=(=~1y)=~17) poraxioma Ag ™
(3) (W=~y) =~ MP (1), (2)

Lema 6 Si una ws ~ 1 de la teoria intuicionista K no es demostrable en
K, entonces la teoria intuicionista K' obtenida de K agregando v como un

arioma, es consistente.

Demostracién. (por contradiccion)

Suponemos que K’ es inconsistente. Entonces, para alguna wf o, Fx @y

Fr~ @
(1) kg hip.
(2) Fr~¢ hip.
3) Fxy=(~p=~1) Lemad4
(4) Fri~@=~1) M.P. (1), (3)
(5) kg~ M.P. (2), (4)
(6) ©Fg~ 1) hip. construccién de K
(7) kgt =~1 Lema 2
(8) ki (1h =~1)) =~ Lema 5
9) Fr~1 M.P. (7), (8)
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Por lo tanto kg~ 1 contradiciendo nuestra hipotesis.
(Similarmente, si 1) no es demostrable en K, entonces la nueva teoria obtenida
agregando ~ 1 como un axioma de K es consistente).

Lema 7 Si K es una teoria intuicionista consistente, entonces hay una ex-

tension de K completa y consistente.

Demostracion. Sea 11,1, ..., una enumeracion de todas las wfs de K.
Definimos una secuencia Jy, Ji, Jo, ... de teorias como sigue. Jy es K.

Suponemos que J,, esta definido con n > 0.

e Si no es el caso que F; ~ 1,1 entonces J,y; es obtenida de J

agregando 1,41 como un axioma adicional

e Sitj ~ 1,1 entonces J,11 = J,

Sea J la teoria obtenida tomando como sus axiomas, todos los axiomas de
todas las J;. Donde J, .1 es una extension de J, y J es una extension de

todas las J;, incluyendo Jy = K.

consistencia Para mostrar que J es consistente, es suficiente con demostrar
que todas las J; son consistentes. La demostracién de la consistencia
de J; la haremos por induccion.
Por Hipétesis, Jy = K es consistente.

Supongamos que .J; es consistente.
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Si J;11 = J; entonces J;1 es consistente.
Si Jii1 # J; entonces por la definicién de J; 11, ~ ;1 no es demostrable
en J;, entonces por lema 6, J;1; también es consistente.

Aqui J;;1 es consistente si J; lo es, por lo tanto J es consistente.

completitud Demostremos que J es completo, sea ¢ cualquier wf de K.
Entonces ¢ = ;41 para alguna j > 0.
Ahora, by~ i1 0 by, 41, entonces, si no Fjy~ 1,1, entonces
agregamos ;1 como un axioma en Jjq.

Por lo tanto, cualquiera 7., ~ ;11 0 by ¥

Asi J es una extension completa y consistente de K =

3.3 Negacion-Estable en programacion légica

Aqui establecemos los conceptos de negacion entre los extremos de las logicas
intermedias, por un lado la negacién fuerte (légica cldsica) y por otro la
negacién débil o negacién como falla (16gica intuicionista).

En programacién logica, entendido en el sentido amplio para que también
abarque la representacién del conocimiento y los vagos formalismos del ra-
zonamiento basado en un tipo de lenguaje de programacion, resulta que los

dos estilos de negacién son ubicuos.

e El primer estilo mas comtun de negacién, presente en una forma u otra
en casi cada sistema, normalmente se llama negacion-como-falla; esta
etiqueta denota el hecho que — ¢ se piensa que significa algo como los

¢ no pueden ser probados.
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e El segundo estilo de negacién, de origenes mas recientes en tipos de
programacion logica, llamado negacion fuerte: pero a veces es llamado
negacion explicita’, o incluso negacion cldsica. Esta negacion que es
verdadera si y so6lo si la proposicion que se niega es falsa. Denotada

por '~

Si estamos de acuerdo que, generalmente hablando, lo que es falso no puede
demostrarse verdadero, entonces el nombre de negacion ‘fuerte’ parece bas-
tante apropiada, desde que — ¢ debe ser reducible de ~ ¢ en cualquier sistema
l6gico razonable. La inferencia en la otra direccion, de "=’ a ’~’, generalmen-
te es verdadera sélo bajo la suposicién cuestionable que el no demostrable
implica falso.

)

Hay otras maneras de distinguir la negacién-como-falla, '=’; de la nega-

Y )

cion fuerte, '~’. En programacion logica, ’

—normalmente recibe un signifi-
cado contextual o significado ’local’: fracaso o no demostrable se entiende
en el contexto de un programa particular. Agrandando el programa, y una
meta o consulta que previamente tuvo éxito puede fallar ahora, es decir, el
razonamiento es revisable. En contraste, la negacion fuerte tiene un caracter
mas global y estable: si ~ ¢ se declara como un hecho en el programa o banco
de datos, entonces ese hecho nunca sera meramente reversible al extender la
base de datos. Sélo si la cadena de inferencia a ~ ¢ en el programa depen-
de del fracaso de alguna otra proposicién puede cambiar el valor de verdad
cuando el programa se aumenta. Sin embargo, en los programas y sus exten-
siones donde solo '~’se permite aparecer, la inferencia serd monoténica (o de
razonamiento revisable).

Podriamos seguir facilmente mas alld la discusion de las propiedades de
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estos dos estilos de negacién, pero pronto estaremos obligados a que de-
claremos lo que queremos decir por "no demostrable”y "falso”. Casi cada
semantica diferente dada por programacion légica nos da una receta diferente
para entender estos dos estilos de negacion.

Debemos seleccionar un enfoque particular a la semantica de programa-
cion logica, que de modelos estables, para analizar su tratamiento de negacién
desde un punto de vista completamente logico. Es bastante extra'no que,
el punto de vista légico es a menudo el suprimido en programacion logica.
La razén es que una semantica se define habitualmente especificando una
cierta clase de modelos intencionales (por ejemplo los modelos minimos de
Herbrand, modelos estables, modelos bien-fundados), pero los modelos en
cuestién son meramente entidades de conjuntos tedricos usados para inter-
pretar el vocabulario del programa. La pregunta: ;Para qué logica estas
entidades corresponden a modelos en el sentido usual? se suprime a menudo.
Algunos casos son relativamente bien definidos, en otros menos. Por ejemplo,
en algunos enfoques es supuesto claramente que uno estd programando en
logica clasica, aunque quizas sélo una subclase propia del sentido usual que
normalmente no se hace explicito. Los modelos del caso son particularmente
sutiles e interesantes. Su presentacién normal apenas los distingue de los mo-
delos clasicos (cuando la negacién fuerte esta ausente en el idioma), llevando
a la mayoria de los investigadores a considerar el razonamiento de modelos
estables como su fortaleza del razonamiento clasico[Pea97].

Brevemente, podemos decir que una relacién de inferencia |~ es negacion-

estable en una légica L si para cualquier teoria T y la sentencia ¢, T' |~ 1 si
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y sblo si ¢ € T', para todo T" tal que
T'=C(TUu{=:¢ ¢T})

donde C, es el funcionamiento de la consecuencia de L. Mas bien, hablando
informalmente podemos decir entonces que una negacién — (entendiendo wrt
como alguna relacién de inferencia |~ es estable sobre L si |~ es ella misma
negacion-estable en L, una caracteristica del razonamiento clasico es que la
logica clasica es negacion-estable sobre si misma; la 16gica intuicionista no lo
es. Asi nosotros podriamos decir que la negacion clasica es clasicamente esta-
ble, aunque la negacién de Heyting no es estable intuicionistamente. La no-
vedad principal segin Pearce [Pea97], es mostrar esa negacion-como-falla en-
tendido dentro del razonamiento del modelo estable es estable sobre la logica
intermedia de dqui-y-alli”. Este es un rasgo distinguido de la semantica.
Por ejemplo, es facil ver esa negacion-como-falla entendido en el paradigma
del rival de seméntica bien-fundada no es estable sobre cualquier légica in-
termedia (aunque bien-fundada extiende la inferencia de la misma légica de

aqui-y-allf).

3.4 Loégica Intermedia

Una légica intermedia se caracteriza por mantener los axiomas de la logica

intuicionista agregandole principalmente el siguiente axioma:

(V= —0)= (((g=>v)=¢) =)

36



esto nos lleva a tener una légica menos constructivista, dando lugar a las

bases del razonamiento del equilibrio[Pea97].

Definicién 26 En una l6gica (n+1)-multivaluada los conectivos ~, A\, V, =

son evaluados como sigue:

0 st esn
~ 1 es v

n en cualquier otro caso

A @ es max(y, )

YV es min(i, )

0 sip >
V= pes
o s <

Ejemplo 4 Sea ) =~ (~ Ay = As) es una ldgica 3-valuada, entonces:

Tabla 3.1: Tabla de valores de verdad de ~ (~ Ay = As)
A2 A5 ~ (N A2 = A5)
0

]
]

NN === OO
N —= O~ O DN =
N R O O O O OO
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Propongamos y demostremos el siguiente lema para logicas multivaluadas,
como una generalizacién de la demostracién en logica clasica. Util para

demostrar propiedades de extensiones de teorias sobre logicas intermedias.

Definicién 27 Una férmula bien formada (wf) en una légica multivaluada

es definida inductivamente como sigue:
1. Sip es un simbolo proposicional, entonces p es una wf.

2. Si y ¢ sonwfs, entonces también lo son (~ ) y (~ 1 — ¢).

Lema 8 Sea v una wf en una logica multivaluada y sea B, ..., B, letras
proposicionales que ocurren en 1. Entonces Bj,..., B/, F 't donde
(
~r~ B; si B; no es falso
B es ' Z
~ B; si B; es falso
\
.
~r 1) st no es falso
Y es
~ b st es falso

Demostracién. Por induccién (ver [Joh]) en el nimero n de apariciones

de los conectivos primitivos en .

(n=0): ¢ es By entonces ~~ By F~~ By y ~ By F~ Bj es vélido ya que
at 3

(j <n): Suponemos que es valido para j < n por demostrar que es valido

para n.

'En esta seccién suponemos que trabajamos con una légica intermedia, asi usaremos F
en lugar de Fr,¢
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Caso ~: 1) es ~ . Entonces ¢ contiene n — 1 conectivos légicos

primitivos.

1. ¢ no es Falso 2. Entonces 1 es Falso.
Por hipotesis de induccién sobre ¢, Bj,...,Bl F ¢ con
@' =~~~ @ implica B,...,B, F ¢/, donde ¢'es ~ 1), es
decir, ¢' es ~~
2. ¢ es Falso. Entonces ~~ 1) es verdadero Por hipdtesis de
induccién sobre ¢, Bj,..., Bl F~
por lema (F o =~~ «), B},...,B], F~~~ ¢ entonces
Bi,...,B, v yaque ¢es ~~ ), pes ~vv o ples ~py
' es ~ror .
Caso =: 1 es (¢ = ¢). Entonces ¢ y ¢ tienen menos de n ocurren-

cias.
por hipétesis inductiva By,..., Bl ¢ y B,...,B. ¢

1. pes falso ¢ es ~ @, P es ~~ 1)
asi BY,...,BlF~ ¢ por hip. inductiva
Bi,...,BlF ¢ = ¢ por axioma (10) ~ a = (a = )
Bi,...,BllF~~ (p = ¢) por lemma o =~~ «, pero ~n
(p=¢)es .

2. ¢ no es falso Entonces ~~ v es verdadero, ¢’ es ~~ ¢
Y es ~~ 1), por lo tanto ¥’ es ~~ (@ = ¢)
Bi,...,Bll~~ ¢
Bi,...,BlF~~ (p = ¢) por lema F~~ o =~~~ (8 = «)

3. w no es verdaderoy ¢ es falso

?bajo un asignamiento de valor de verdad dado
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Capitulo 4

Independencia y

Excepcionalidad

David Pearce[Pea97] han dado una nueva pauta a la programacién ldgica,
proporcionando una nueva caracterizacion de las logicas intermedias o légicas
de aqui y alli. es decir, logicas que estan entre logica clasica y logica intui-
cionista.

Para la investigacién de las diferentes extensiones que se han realizado en
las 16gicas intermedias, es necesario proponer diferentes axiomatizaciones que
nos ayuden a la transformacién de programas logicos. Pero para cada con-
junto de axiomatizaciones propuesto es necesario verificar su independencia
y formas excepcionales.

Hemos desarrollado este software llamado “ind20” que verifica la indepen-
dencia de un axioma con respecto al resto de axiomas de una teoria. Dando
lugar a encontrar sus formas excepcionales, utilizando para ello una logica
con mas valores de verdad que la original y con la posibilidad de usar valores

designados 0,1, ..., m siendo 0 < m < n.
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4.1 Formas declarativas excepcionales

Aqui establecemos las nociones para verificar la independencia de axiomas

y la obtencién de formas declarativas excepcionales, a través de sus valores

designados.
Definicién 28 Sean los nimeros 0,1,2,...,n “wvalores de verdad”, y sea
0 <m <n. Los numeros 0,1,2,...,n son llamados: "valores designados”.

Si tomamos un ntmero finito de ”tablas de verdad”representando fun-
ciones de los conjuntos de la forma {0,1,... ,n}k — {0,1,...,n}. Pa-
ra cada tabla de verdad, introducimos una senal, llamada: el conecti-
vo correspondiente. Usando estos conectivos y letras declarativas, noso-
tros podemos construir ”formas declarativas”, y cada tal forma declarati-
va que contiene las j distintas letras definidas a una ”funcién de verdad”de

{0,1,...,nyY — {0,1,...,n}.

Definicién 29 Se dice que una forma declarativa cuya funcion de verdad

correspondiente solo da valores designados es éxcepcional”.

Definicién 30 Los nimeros m, n y las tablas de verdad bdsicas definen una

légica multi-valuada (finita) M.

Definicién 31 Una teoria axiomdtica que involucra las letras declarativas y
los conectivos de M se dicen ser convenientes para M si y solo si los teoremas

de la teoria coinciden obviamente con las formas de declaracion excepcionales

de M.

Todas estas nociones pueden generalizarse al caso de un nimero infinito
de valores de verdad. Sin =1y m = 0, y las tablas de verdad son aquéllas

dadas por ~ y D en el ejemplo (1).
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Definicién 32 Loswfs excepcionales en este caso son llamadas tautologias.

4.2 Independencia de axiomas

Definicién 33 Dada una teoria axiomdtica, un subconjunto = de axiomas se
dice ser independientes si para alguna formula bien formada en = no puede
ser probada a través de las reglas de inferencia de la teoria, desde el resto de

formulas de =.

La verificacion de independencia de algin axioma ¢ € =, bajo una logica
de n valores de verdad, lo realizamos utilizando una logica de n + 1 valores.
Dando las propuestas posibles de tablas de verdad para cada conectivo légico,
seleccionamos desde {0}, {0,1}, {0,1,2} hasta {0,1,...,n} ser los valores
de verdad “designados”. Para cada una de estas propuestas buscamos las
asignaciones de valores de verdad a conectivos, tal que para = — {¢} sean
"designados”, ademas de verificar que MP también mantenga los valores

designados.

Ejemplo 5 Sea la teoria formal expuesta en (Capitulo. 2), consideremos las

siguientes tablas.

Tabla 4.1: Tabla de valores de verdad para el conectivo ~

Al~A
0 1
1 1
2 2
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Tabla 4.2: Tabla de valores de verdad para el conectivo —

A|B|A—B

o

N — O = OO
NN~ BRFR =R OOO
SO, ONDNOO

Tomando a 0 como el valor “designado”, vemos que los axiomas (Aj)
(= (p=9) = (=29 = W=09))y (4) (~¢) = (~) =
(((~ ) = 1) = ¢)) cumplen al ser designados (es decir, para cualquier
valor de verdad obtenemos el valor ”designado”, por otro lado también MP
preserva el valor designado, pero no asi el axioma (A;) ¥ = (¢ = ).
Por lo tanto el axioma (A;) es independiente de (A3) y (As) con MP como

inferencia.

4.3 Descripcion y ejemplos del software

En este trabajo realizamos la implementacion de un algoritmo secuencial, que
valide la independencia de axiomas basado en los antecedentes presentados
en la seccién (4.2).

Este software fue realizado en Delphi, bajo un entorno de programacion

de windows.
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4.3.1 Algoritmo de independencia

Utilizamos el método de fuerza bruta, es decir, dado el conjunto de axiomas
originales por el usuario y el axioma que se desea verificar su independencia
(esto en forma infija), con el uso de la notacién polaca inversa, primero ge-
neramos las tablas que validen los axiomas obteniendo el valor de designado
todos ellos excepto el axioma que se desea su independencia, posteriormente
verificamos que MP (Modus Ponens) preserve los valores designados obteni-
dos. Y si es asi hemos logrado la independencia, y si no podemos inferir que
son dependientes, para esto es necesario utilizar los métodos tradicionales de
verificacién de dependencia que consiste en demostrar a través de el resto
de los axiomas el axioma dependiente. Recordemos que en una teoria esta

constituida solo con axiomas dependientes.

4.3.2 Ejemplos

Ahora presentamos algunos ejecuciones realizadas por ind20.

Ejemplo 6 En este ejemplo presentamos la independencia del azioma (Ay)

de los aziomas (As) y (As).

Numero de Valores Logicos : 3

Valores Caracteristicos : 0

i, A1 :a — (b — a) es Independiente?

de
Ay:(a— (b—c)) = ((a—b) = (a—0))
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As:(b— a) = ((b—a) — b)

Tabla 4.3: Tabla de Negacién de ejemplo 6

Al~A
0 2
1 0
21 0

El Axioma Ay si es Independiente

Tabla 4.4: Tabla de implicacién del ejemplo 6

A|/B|A—B
010 0
01 2
012 2
110 2
171 2
112 0
210 0
2|1 0
2|2 0
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Ejemplo 7 En este ejemplo presentamos la independencia del azioma (As)

de los axiomas (Ay) y (As).

Numero de Valores Logicos : 3

Valores Caracteristicos : 0

i, Ay (a— (b—¢)) — ((a—b) — (a — ¢)) es Independiente ?

A (b— a)— ((b—a) —b)

As:a — (b—a)

Tabla 4.5: Tabla de Negacién de ejemplo 7

Al~A
0 2
1 0
210

El Axioma Ay si es Independiente

Ejemplo 8 En este ejemplo presentamos la independencia del azioma (As)

de los aziomas (A1) y (Asz).

Numero de Valores Logicos : 3

Valores Caracteristicos : 0

i, A3 (b— a) — (( b — a) — b)es Independiente 7
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Tabla 4.6: Tabla de implicacion del ejemplo 7

A|B|A—B
010 0
011 2
0|2 2
110 0
171 2
112 0
210 0
2|1 0
2|2 0

Ay:a— (b—a)

Ay (@ = (b—=¢)) = ((a=b) = (a—0)

Tabla 4.7: Tabla de Negacién de ejemplo 8

Al~A
0 2
1 0
210

El Axioma Aj si es Independiente

Ejemplo 9 En este ejemplo presentamos la independencia del axioma (Ay,) :
(~ A — A) — A) de los axiomas (A1) y (A2). No encuentra ninguna
astgnacion de valores de verdad que verifiquen la independencia, sin embargo

no hay garantia que sea dependiente.

Numero de Valores Logicos : 3

Valores Caracteristicos : 0

48



Tabla 4.8: Tabla de implicacion del ejemplo 8

A|B|A—B
010 0
011 1
0|2 2
110 0
171 0
112 2
210 0
2|1 0
2|2 0

i, An i (@ — a) — a es Independiente ?

Ay :a— (b—a)

Az:(a—(b—¢) = ((a—=b) = (a—0)

Tabla 4.9: Tabla de Negacién de ejemplo 9

Al~A
0 2
1 0
2 0

A, no es independiente

4.4 Paralelizacion del software

En esta seccién damos una propuesta para paralelizar este algoritmo de fuerza

bruta.
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En la seccion anterior describimos el desarrollo de un programa secuencial,
donde notamos que el tiempo de respuesta para logicas con muchos valores
de verdad es tardado, eso nos lleva a proponer un algoritmo paralelo que
resuelva dicho problema.

Podemos observar que el nimero de posibles asignaciones a un operador
unario de n-valores de verdad es: n" y para un operador binario es: n™. En
general el nimero de posibles asignaciones a un operador m-ario de n-valores
de verdad es: n™".

Esto explica la razén de la demora en el tiempo de respuesta. Por lo tanto
seria conveniente paralelizar dicho algoritmo.

Proponemos utilizar la técnica de divide y venceras, donde podemos re-
partir los n™" posibles valores de verdad de cada tabla de verdad entre p pro-
cesadores, logrando con esto una carga balanceada y tomando en cuenta que

el tiempo de comunicacién es minimo. Lograrfamos una eficiencia[ KGGK94]

casi de 1 (100%).

tsecuencial
. . . t
eficiencia = ——,

donde t es tiempo y p es el numero de procesadores.
Podemos realizar una implementacién econémica de este algoritmo para-
lelo, utilizando para ello un cluster basado en algin entorno paralelo como

PVM o MPL
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Conclusion

En este trabajo hemos realizado la demostracion de 2 lemas importantes que
no se encuentran en la bibliografia actual, como es expresado por David Pear-
ce. La extension completa y consistente de teorias bajo 1égica intuicionista,
nos dice que toda teoria intuicionista es completable, bien es sabido que si
se completa con literales positivas llegamos a la seméantica estable, pero este
resultado va mas alla, ya que en las logicas intermedias podemos completar
no solo con literales positivas, sino también agregando literales negadas, es-
to nos establece nuevas lineas de investigaciéon en programacion légica. Por
lo tanto la busqueda de nuevas axiomaticas intermedias plantea un enfoque

nuevo de atencion de los investigadores en el area.
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