
 

CAPITULO 6 

MODELO CON TIEMPOS DE FALLA CON DISTRIBUCION DE 

PROBABILIDAD GENERAL Y FRECUENCIA DE MUESTREO FIJO. 

 

En este capítulo se presenta el modelo  con tiempos de falla con distribución 

Exponencial y frecuencia de muestreo fijo propuesto por Banerjee & Rahim [4]. A partir 

de este modelo se genera el modelo con tiempos de falla con distribución de probabilidad 

general con frecuencia de muestreo fijo. Ambos modelos son resueltos con la heurística 

propuesta y se hace una comparación de los resultados con trabajos anteriores. 

 

6.1 Modelo con tiempos de falla con distribución de probabilidad Exponencial y 

frecuencia de muestreo fija, utilizando Teoría de Renovación. 

 

La notación que se utiliza en este capítulo se presenta en la tabla  6.1. 

 

A partir de la definición de las ecuaciones de renovación para el diseño de gráficas 

económicas de control de calidad,  en la tabla 6.2 se muestran los posibles estados del 

sistema al final del primer intervalo de muestreo, la longitud residual esperada de ciclo, y 

la probabilidad asociada  de estar en cada respectivo estado. 

 

Notación: 

n   tamaño de muestra  

h   intervalo de muestreo 



 

λ    1/ tiempo promedio en que el proceso está en control 

T0   tiempo de búsqueda esperado cuando hay una falsa alarma 

T1   tiempo esperado para descubrir la causa asignable 

T2   tiempo esperado de reparación del proceso. 

a0   costo fijo de la muestra 

a1   costo variable de la muestra 

a2   costo por localizar y reparar la causa asignable 

b1   costo por falsa alarma 

τ    tiempo esperado de ocurrencia de una causa asignable dado que  

   ésta ocurre en el primer intervalo de muestreo 

F(h)   Función de distribución acumulada en estudio 

C0   costo/hora por producir dentro de control 

C1   costo/hora por producir fuera de control (C1>C0) 

α    probabilidad de error tipo I 

1- β    potencia 

S00   proceso en control y sin alarma 

S01   proceso en control y falsa alarma 

S10   proceso fuera de control y sin alarma 

S11   proceso fuera de control y alarma verdadera 

E(T)   longitud de ciclo esperado 

E(C)   costo esperado por ciclo 

Tabla 6.1 

 



 

 

Estado  Longitud de Ciclo Residual Esperado  Probabilidad 

 

S00  E(T)       (1 - )α  e -λ h 

S01  T0 + E(T)      α  e -λ h 

S10  ∑
∞

=1j
jhβ j-1 (1 - β ) + T1 + T2    β  (1 - e -λ h ) 

S11  T1 + T2       (1 - β ) (1 - e -λ h ) 

Tabla 6.2 

 
La expresión para el costo esperado se muestra la Tabla 6.3 

_______________________________________________________________________ 

Estado  Costo durante el primer intervalo de   Probabilidad 

  muestreo + Costo esperado residual 

 

S00  {a0 + a1 + C0 h} + E(C)     (1 - )α  e -λ h 

S01  {a0 +a1 n + b1 + C0 h} + E(C)    α  e -λ h 

S10  {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )}   β  (1 - e -λ h ) 

  + { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )  +a2 

S11  {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )} +a2   (1- β ) (1 - e -λ h ) 

Tabla 6.3 

 



 

La longitud de ciclo se obtiene estableciendo los diferentes estados del sistema al 

final del primer periodo de muestreo con sus respectivas probabilidades: 

 

E(T) =     Longitud de ciclo esperado. 

h     Longitud primer intervalo de muestreo. 

Estado S00, proceso dentro de control y no alarma   

+ E(T)     Longitud residual esperada . 

* (1 - )α  e -λ h    Probabilidad de que no alarma. 

Estado S01, proceso dentro de control y falsa alarma 

+ T0     Tiempo esperado de búsqueda de la causa asignable  

cuando hay falsa alarma. 

+ E(T)     Longitud residual esperada . 

* α  e -λ h      Probabilidad de una falsa alarma. 

Estado S10, proceso fuera de control y no alarma 

+ h / (1 - β )     Tiempo para detectar que el proceso está fuera de 

control. 

+ T1     Tiempo esperado para descubrir la causa asignable. 

+ T2     Tiempo esperado para reparar el proceso. 

*  β  (1 - e -λ h )    Probabilidad de no detectar que el proceso está  

fuera de control. 

Estado S11, fuera de control y alarma verdadera 

+  T1     Tiempo esperado para descubrir la causa asignable . 

 



 

+ T2     Tiempo esperado para reparar el proceso. 

* (1 - β ) (1 - e -λ h )  Probabilidad de detectar que el proceso está fuera 

de control. 

 

Por lo tanto la longitud de ciclo esperado es: 

 

E(T) = h + (1 - )α  e -λ h E(T) + α  e -λ h {T0 + E(T)} + 

            

β  (1 - e -λ h ) {h / (1 - β ) + T1 + T2 } + (1 - β ) (1 - e -λ h ) (T1 + T2) (6.1) 

 

Simplificando: 

 

 E(T) = h (1 - β e -λ h ) / (1 - β ) (1 - e -λ h ) + α T0 e -λ h + T1 + T2  (6.2) 

 

De manera similar para  obtener el costo esperado se establecen los diferentes 

costos en cada estado del sistema al final del primer periodo de muestreo, con sus 

respectivas probabilidades: 

 

E(C)  =    Costo esperado por ciclo. 

Estado S00, proceso dentro de control y no alarma: 

   a0 + a1 n    Costo fijo y variable de la muestra. 

+ C0 * h    Costo por producir dentro de control en el primer 

     intervalo de muestreo. 



 

+ E(C)     Costo residual esperado . 

* (1 - )α  e -λ h    Probabilidad de que no alarma. 

Estado S01, proceso dentro de control y falsa alarma: 

+ a0 +a1 n     Costo fijo y variable de la muestra. 

+ b1      Costo por falsa alarma. 

+ C0 h     Costo por producir dentro de control en el primer 

     intervalo de muestreo. 

+ E(C)     Costo residual esperado . 

* α  e -λ h     Probabilidad de una falsa alarma. 

Estado S10, proceso fuera de control y no alarma: 

+ a0 +a1 n + C0 τ    Costo fijo y variable de la muestra y  costo por 

producir el tiempo en que el proceso estuvo dentro  

de control en el primer intervalo de muestreo,  

donde: 

τ  =  [1- (1+λ h)e-λ h ] / [ λ (1-e-λ h) ] 

+ C1 (h - τ ) Costo por producir el tiempo en que el proceso 

estuvo fuera de control en el primer intervalo de 

muestreo. 

+ { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )   Costo de producir el tiempo en que se detecta que el 

     proceso está fuera de control y costo fijo y varia- 

ble de la muestra. 

+ a2     Costo de localizar la causa asignable y reparar el  

     proceso. 



 

* β  (1 - e -λ h )   Probabilidad de no detectar que el proceso está  

fuera de control. 

Estado S11, proceso fuera de control y alarma verdadera: 

+ a0 +a1 n + C0 τ    Costo fijo y variable de la muestra y  costo por 

producir el tiempo en que el proceso dentro de con- 

trol en el primer intervalo de muestreo. 

+ C1 (h - τ ) +  a2   Costo por producir el tiempo en que el proceso  

fuera de control en el primer intervalo de muestreo  

y costo de localizar la causa asignable y reparar el  

proceso. 

* (1 - β ) (1 - e -λ h )   Probabilidad de detectar que el proceso está fuera  

de control. 

 

El costo total por ciclo es: 

 

E(C) = {a0 + a1 n+ C0 h} + E(C) }(1 - )α  e -λ h +{a0 +a1 n + b1 + C0 h} + E(C) } 

* α  e -λ h + {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ ) + { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )  + a2} 

 *  β  (1 - e -λ h ) + {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )} +a2} * (1 - β ) (1 - e -λ h ) 

           (6.3) 

Simplificando: 

 

 E(C) = a2 + C1 h / (1 - β )  - C1 τ + b1 α  e -λ h / (1 - e -λ h ) 

  + C0 [ h e -λ h / (1 - e -λ h ) + τ ] + (a0 +a1 n) {1 / (1 - e -λ h ) 



 

  + β  / (1 - β ) }       (6.4) 

 

6.2 Algortimo  para la optimizacion  de gráficas económicas de control de calidad. 

 

Para solucionar este modelo se aplica la heurística de Algoritmos Genéticos. En la 

siguiente sección se presenta el Algoritmo y Diagrama de Flujo propuesto. 

 

 

6.2.1. Algoritmo para Modelo con intervalo de Muestreo Fijo. 

 
1. Generar un valor aleatorio de k y h. 

2. Con estos valores calcular el tamaño de muestra n tomando como base la 

probabilidad de error tipo I y error tipo II.  (Anexo I). 

3. Con los valores obtenidos calcular los límites inferior y superior de la gráfica de 

control.  

4. Calcular  α  y β  

5. Con estos valores, calcular con las ecuaciones 6.2 y 6.4, el valor de la función 

objetivo. 

6. Verificar que se cumplan las restricciones. 

7. Ordenar de menor a mayor según el valor de la función objetivo. 

8. Elegir las primeras 50 mejores soluciones. 

9. Generar 150 soluciones alternativas. 50 son hijos generados por crossover (Fig. 6.1),  

y 50 por mutación de h y 50 por mutación de k (Fig. 6.2). 

10. Calcular los valores de los parámetros para cada uno de los hijos generados 



 

11. Evaluar la función objetivo con cada uno de los hijos generados y se vuelve a ordenar 

del menor a mayor según el valor de la función objetivo. 

12. Verificar si se cumplen las restricciones. Si no se cumplen se desecha esa solución. 

13. Elegir las primeras 50 mejores soluciones. 

14. Repetir el proceso hasta cumplir cierto número de iteraciones. 

 

Crossover 
         h  k  n 

 

 

Fig. 6.1 

Mutación 

 

 

 

 

 

 

h1         k1  n1 Padre 1 

h2         k2  n2 Padre 2 

h1        k2  n3 Hijo 1 

h2         k1  n4 Hijo 2 

  h1            k1             n1 Padre 

 h2             k1             n2 Hijo 3 

  h1            k2             n1 Hijo 4 

Fig. 6.2 



 

6.2.2 Diagrama de flujo. 
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Fig. 6.3 



 

 

6.3 Modelo con tiempos de falla con distribución de probabilidad General  y 

frecuencia de muestreo fija, utilizando Teoría de Renovación. 

 

Tomando como punto de partida del modelo proporcionado por Rahim[4], 

establecemos  los diferentes estados al final del primer periodo de muestreo y sus 

respectivas probabilidades para una distribución de probabilidad general para la longitud 

de ciclo esperado y costo esperado. 

 

La expresión para la longitud de ciclo esperado se muestra la Tabla 6.4 

 

Estado  Longitud de Ciclo Residual Esperado  Probabilidad 

 

S00  E(T)       (1 - )α (1 - F(h)) 

S01  T0 + E(T)      α (1 - F(h)) 

S10  ∑
∞

=1j
jhβ j-1 (1 - β ) + T1 + T2    β  F(h) 

S11  T1 + T2       (1 - β ) F(h) 

Tabla 6.4 

 
 
La expresión para el costo esperado se muestra la Tabla 6.5 

 

 



 

 

_______________________________________________________________________ 

Estado  Costo durante el primer intervalo de   Probabilidad 

  muestreo + Costo esperado residual 

 

S00  {a0 + a1 n+ C0 h} + E(C)     (1 - )α (1 - F(h)) 

S01  {a0 +a1 n + b1 + C0 h} + E(C)    α  (1 - F(h)) 

S10  {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )}   β  F(h) 

  + { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )  +a2 

S11  {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )} +a2   (1- β )  F(h) 

Tabla 6.5 

 

A partir de la definición de los diferentes estados al final del primer periodo de 

muestreo se obtienen las ecuaciones de longitud de ciclo esperado con tiempos de falla 

con distribución general y el costo esperado. 

 

E(T) =     Longitud de ciclo esperado. 

h     Longitud primer intervalo de muestreo. 

Estado S00, proceso dentro de control y no alarma  

+ E(T)     Longitud residual esperada. 

* (1 - )α  (1 - F(h) )   Probabilidad de que no alarma. 

Estado S01, procesodentro de control y falsa alarma 

+ T0      Tiempo esperado de búsqueda de la causa 



 

asignable. 

+ E(T)     Longitud residual esperada cuando hay falsa  

alarma. 

* α  (1 - F(h) )     Probabilidad de una falsa alarma. 

Estado S10, proceso fuera de control y no alarma 

+ h / (1 - β )     Tiempo para detectar que el proceso está fuera de 

control. 

+ T1     Tiempo esperado para descubrir la causa asignable. 

+ T2     Tiempo esperado para reparar el proceso. 

*  β  F(h)   Probabilidad de no detectar que el proceso está  

fuera de control. 

Estado S11, fuera de control y alarma verdadera 

+  T1     Tiempo esperado para descubrir la causa asignable. 

+ T2     Tiempo esperado para reparar el proceso. 

* (1 - β ) F(h)    Probabilidad de detectar que el proceso está fuera  

de control. 

 

La longitud de ciclo esperado es: 

 

E(T) = h + (1 - )α  (1 - F(h) ) E(T) + α (1 - F(h) ) {T0 + E(T)} +   

β  F(h) {h / (1 - β ) + T1 + T2 } + (1 - β ) F(h) (T1 + T2) 

  (6.5) 

 



 

Simplificando (Anexo II): 

E(T) = h [(1 – β (1 - F(h) ) / (1 - β ) F(h) ] + α T0  [ 1- F(h)/F(h) ] + T1 + T2   (6.6) 

 

El costo total por ciclo es: 

E(C) = {a0 + a1n + C0 h} + E(C) }(1 - )α (1 - F(h) ) +{a0 +a1 n + b1 + C0 h} + E(C) } 

* α  (1 - F(h) )+ {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )+ { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )  +a2} 

 *  β  F(h) + {a0 +a1 n + C0 τ + C1 (h - τ )} +a2} X (1 - β ) F(h) 

           (6.7) 

Donde: 

E(C)  =    Costo esperado por ciclo 

Estado S00, proceso dentro de control y no alarma: 

 +(a0 + a1 n)    Costo fijo y variable de la muestra. 

+ C0 * h    Costo por producir dentro de control en el primer 

     intervalo de muestreo. 

+ E(C)     Costo residual esperado. 

* (1 - )α  (1 - F(h) )     Probabilidad de que no alarma. 

Estado S01, proceso dentro de control y falsa alarma: 

+ (a0 +a1 n)     Costo fijo y variable de la muestra. 

+ b1      Costo por falsa alarma. 

+ C0 h     Costo por producir dentro de control en el primer 

     intervalo de muestreo. 

+ E(C)     Costo residual esperado. 

* α  (1 - F(h) )    Probabilidad de una falsa alarma. 



 

Estado S10, proceso fuera de control y no alarma: 

+ (a0 +a1 n + C0 τ )   Costo fijo y variable de la muestra y costo por 

producir el tiempo en que el proceso dentro de con- 

trol en el primer intervalo de muestreo. 

+ C1 (h - τ )    Costo por producir el tiempo en que el proceso  

fuera de control en el primer intervalo de muestreo. 

+ { C1 h + a0 +a1 n} / (1 - β )   Costo de producir el tiempo en que se detecta que el 

     proceso está fuera de control y costo fijo y varia- 

ble de la muestra. 

+ a2     Costo de localizar la causa asignable y reparar el  

     proceso. 

* β  F(h)    Probabilidad de no detectar que el proceso está  

fuera de control. 

Estado S11, proceso fuera de control y alarma verdadera: 

+ a0 +a1 n + C0 τ    Costo fijo y variable de la muestra y  costo por 

producir el tiempo en que el proceso dentro de con- 

trol en el primer intervalo de muestreo. 

+ C1 (h - τ ) +  a2   Costo por producir el tiempo en que el proceso  

fuera de control en el primer intervalo de muestreo  

y costo de localizar la causa asignable y reparar el  

proceso. 

* (1 - β ) F(h)    Probabilidad de detectar que el proceso está fuera  

de control. 



 

 

Simplificando: 

 

 E(C) = a2 + C1 h [ β / (1 - β )  + 1] - C1 τ + b1 α  [1/F(h) - 1 ] 

  + C0 h[ 1/ F(h) + 1 ] +  C0 τ +  (a0 +a1 n) {1 /  F(h) 

  + β  / (1 - β ) }       (6.8) 

 

6.4  Solución del modelo utilizando Algoritmos Genéticos. 

 

Los resultados de las corridas con diferentes tipos de distribución se muestran en la 

tabla 6.6 

Distribución 
Tiempos de 

Falla 

Parámetros Tamaño 
Muestra 

 
n 

Intervalo 
de 

Muestreo 
h 

Coeficiente 
 
 

k 

Alpha 
 
 
α  

Poten-   
cia 
 

β−1  

E(C)/E(T)
 
 

$/hr 
Exponencial Media   0.05 28 2.85 1.56 0.1183 0.8608 229.50 

Weibull Forma       2 
Escala  0.05 

24 0.50 1.45 0.1480 0.8421 564.17 

Gamma Forma       2 
Escala  0.05 

28 3.99 1.56 0.1186 0.8610 278.24 

Triangular Mínimo  0.5 
Mediana    2 
Máximo    5  

24 1.11 1.45 0.1482 0.8411 276.27 

Uniforme Mínimo  0.5 
Máximo    5 

25 3.77 1.62 0.1399 0.8471 260.81 

Tabla 6.6 



 

 

6.5  Comparación de resultados con trabajos anteriores 

 

En la tabla 6.7 se muestra los resultados entregados por el estudio tomado como 

base: 

 
Distribución 
Tiempos de 

Falla 

Parámetros Tamaño 
Muestra 

 
n 

Intervalo 
de 

Muestreo 
h 

Coeficiente 
 
 

k 

Alpha 
 
 

    α  

Poten-
cia 

 
β−1  

E(C)/E(T)
 
 

$/hr 
Exponencial Media   0.05 26 2.63 1.57 0.1154 0.8353 233.28 

Gamma Forma       2 
Escala  0.05 

28 3.77 1.62 0.1062 0.8486 280.29 

Tabla 6.7 
 
 

En las tabla 6.6 y 6.7 se observa lo siguiente: 

 

1. La diferencia en el costo total para la Exponencial mejoró un 16.4% con respecto al 

ejemplo base. 

2. La diferencia en el costo total para la Gamma mejoró un 0.74% con respecto al 

ejemplo base. 

3. En los casos de las distribuciones Weibull, Triangular y Uniforme no se cuentan con 

resultados para realizar comparaciones.  

4. Los resultados de α  y 1-β  corresponden con las restricciones impuestas al 

algoritmo, considerándolas satisfactorias para lograr la reducción de falsas alarmas y 

artículos defectuosos. 

5. Los tamaños de muestra del modelo propuesto no mostraron cambios importantes. 



 

 

De lo anterior podemos concluir que el modelo propuesto resuelto con la 

heurística proporciona una mejora en los resultados, demostrando las bondades que tiene 

este método para la solución de problemas. 



 

 


