CAPITULO 2: MARCO TEORICO

2.1 Distribucion Normal

La distribucion normal es una de las distribuciones més importantes y es la distribucion
de probabilidad que mas se usa en la estadistica. Su importancia radica en que muchos
fenomenos de la naturaleza, como el coeficiente intelectual, las caracteristicas
morfoldgicas de los individuos, etc., se distribuyen de acuerdo a esta distribucion. Es
también llamada “distribucion de Gauss” o “Gaussiana”. La funcion de densidad, que
puede interpretarse como la forma en que se distribuyen las probabilidades de un evento
en relacion al resultado del evento, en el caso de la distribucion Normal es simétrica y

con forma de campana.

2.2 Funcion de densidad de la Normal

Si X es una variable aleatoria cuya funcion de densidad es de la forma:

(=)’
f(x)z#e 200 _ow<x<owo,ueR, o’ >0
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se dice que X tiene una distribucién Normal con media x y varianza o, y se escribe

N(ﬂ,O'z) 0 X~N(y,02).



La Normal es una distribucion simétrica con respecto a x, por lo que contiene la misma

cantidad de probabilidad tanto del lado izquierdo del centro, como del derecho. La

distancia de u al punto de inflexion es la desviacion estdndar (o). El punto de
inflexion, es aquel punto en donde la curva cambia de céncava a convexa. (Ver la figura

2.0). La media muestral X estima a x y la varianza muestral S* es una medida de

. .y . 2
dispersion de la muestra, la cual estimaa o~ .

f(x)

Figura 2.0. Grafico de la distribucion Normal ( U, 0'2). Fuente: Elaboracion

Propia

2.3 Distribucion Uniforme

Existen dos tipos de distribuciones uniformes: la discreta y la continua. Es importante
mencionar que en el presente trabajo de tesis solamente se describe la uniforme

continua.

2.4 Distribucion uniforme continua



En caso de que los valores sean continuos se hace uso de la distribucion continua, que
es equivalente a su contraparte discreta. En este caso se tiene una variable aleatoria

continua X con funcién de densidad de probabilidad

La distribucion uniforme entre 0 y 1 (Ver figura 2.1) tiene una aplicacion muy
importante en simulacion. Si se desea simular valores de una distribucion cualquiera, el
procedimiento se podria describir, primordialmente, como el tomar la funcion de
distribucion acumulada de la distribucion a simular y se construye su inversa (Mas
adelante se explicard el teorema de la Transformacion inversa o teorema de
Transformacion integral). Luego se simulan valores uniformes entre 0 y 1 y se aplica la
funcion inversa que fue hallada para esos valores. De esta manera se obtienen los

valores de cualquier distribucion deseada. Ver Coss Bu (1981)

La funcion de distribucion acumulativa de la Uniforme (0,1) es:

F(x)z(), x<0
=X, O<x<l1
=1, x>1

{x)

1




Figura 2.1. Distribucién continua Uniforme (0,1). Fuente: Elaboracion

Propia

2.5 Simulacion

La simulacion puede ser definida como la representacion de un proceso o de un
fenomeno mediante otro mas simple, que permite analizar sus caracteristicas. Thomas
H. Naylor (1971) la define como: “Simulacion es una técnica numérica para conducir
experimentos en una computadora digital. Estos experimentos comprenden ciertos tipos
de relaciones matematicas y logicas, las cuales son necesarias para describir el
comportamiento y la estructura de sistemas complejos del mundo real a través de
largos periodos de tiempo”. Una definicidbn mas acorde a esta tesis podria ser la de otro
estudioso del tema como Shannon (1975) quien dice que: “Simulacion es el proceso de
diseniar y desarrollar un modelo computarizado de un sistema o proceso y conducir
experimentos con este modelo con el proposito de entender el comportamiento del
sistema o evaluar varias estrategias con las cuales se puede operar el sistema”. Es
decir, al simular podemos ver como se comporta el sistema real bajo las hipotesis de
trabajo actuales y poder mejorar el comportamiento del sistema alterando las variables

presentes que mas lo afecten.



Todos los modelos de simulacion probabilisticos tienen una o varias variables aleatorias
interactuando. Normalmente, estas variables siguen distribuciones de probabilidad
tedricas o empiricas que son distintas a la distribucion uniforme. Consiguientemente,
para simular este tipo de variables, es necesario tener un generador de numeros
uniformes y una funciéon que a través de un método especifico, transforme estos
numeros en valores de la distribucion de probabilidad deseada. El procedimiento que se
uso para fines de esta tesis es el Método de la Transformacion Inversa o Método de la

Transformacion Integral.

2.5.1 Método de la Transformacion integral

En lo general, la transformacion integral es una herramienta que es util en la simulacién
de datos de cualquier distribucion. Este método utiliza la distribuciéon acumulada Fi(x)
de la distribucion que se va a simular. Debido a que F(x) esta definida dentro del
intervalo (0,1), puede ser generado un nimero aleatorio uniforme R y se puede tratar de
determinar el valor de la variable aleatoria para la cual su distribuciéon acumulada es
igual a R, en otras palabras, el valor simulado de la variable aleatoria que sigue una
distribucion de probabilidad f{x), se determina al resolver la siguiente ecuacion. Ver

Meyer (1986) y Coss Bu (1981):

F(x):R

cuya solucion puede escribirse como:

x=F"(R) 2.1)



Existe una dificultad principal en la aplicacion de este método, la cual radica en el
hecho de que en ciertas ocasiones es dificil encontrar la transformacion inversa. No
obstante lo anterior, si esta funcion inversa ya ha sido establecida generando ntimeros
aleatorios uniformes se podran obtener valores de la variable aleatoria que sigan la
distribucion de probabilidad deseada. A continuacion el teorema del método de la

transformacion inversa tomado de Meyer (1986).

Teorema 2.0. Sea X una variable aleatoria con funcién de probabilidad y funcion de

distribucion acumulada F'y sea Y la variable aleatoria definida por ¥ = F (X ) Luego Y

esta distribuida uniformemente en [0,1] (¥ se designa como la transformacion integral

de X). Puesto que X es una variable aleatoria continua, la funciéon de distribucion

acumulada F es una funcién continua con una inversa F~'. Es decir, ¥ = F (X ) puede
ser resuelta para X mediante Y:X =F"'(Y). Si F(x)=0 para x<a, se define

F~'(0)=a. Del mismo modo, si F(x)=1 para x>b,se define F~'(1)=b.

La demostracion de la Transformacion integral es la siguiente:

Sea G la funcidn de distribucidon acumulada de la variable aleatoria Y definida

anteriormente. Luego,

G(y)=P(Y<y)=P(F(X)<y)=P(X<F'(y))=F(F'(y))=y

Por lo tanto la funcidon de distribuciéon acumulada de Y se deriva para obtener g(y) la

cual resulta ser:



=1, 0<y<l1
=0, de otro modo

la cual es la densidad de la distribucion Uniforme (0,1).

A continuacién dos ejemplos en donde se podrd ver aplicado el método de
transformacion inversa y asi, poder entender de mejor manera el procedimiento y el
funcionamiento de dicho método para la distribucion Exponencial. Es importante
sefialar que este método puede usarse de la misma forma para cualquier distribucion
continua y aun generalizarse a las distribuciones discretas o mixtas, mediante una

generalizacion de la funcion inversa.

Ejemplo 1.
Supongamos que se desea generar numeros aleatorios que sigan una distribucion

Exponencial (1) y se sabe que X ~Exp(/1). La distribucion acumulada de Ia

distribucion mencionada es (Ver Raul Coss Bu (1981)):

F (x) = J.Ox de ™ dt

=]-e™

usando la ecuacion (2.1) para igualar la distribucion acumulada con el nimero uniforme

R, se tiene que:



Debido a que R sigue una distribucion Uniforme, de la misma manera 1-R se distribuye

uniformemente. Se despeja x de la ecuacion y se tiene consiguientemente:

Ejemplo 2.
Sea u una variable aleatoria que se distribuye uniformemente (0,1) y X ~ Exp(4). A
sabiendas que F(x)=1-¢*, x>0 para este ejemplo el valor de u =0.63. Se pretende

encontrar el valor de x dado el valor de u. En este caso es tan solo sustituir como se

muestra a continuacion:

0.63=u =F(x)=1—e4x
x:—%ln(1—0.63)

=0.24856

Como se pudo ver en los ejemplos, a partir de cualquier distribucion, se pueden generar

los ntimeros aleatorios deseados.

2.6 Distribucion T de Student



W.S. Gosset, quien publicaba bajo el seudénimo de Student, fue quien dio a conocer en
1908 la distribucion ¢#; ver Pearson y Wishart (1942.) Las hipdtesis para poder aplicar la
t de Student son que en cada grupo la variable estudiada siga una distribuciéon Normal y
que la dispersion o varianza en ambos grupos sea homogénea, es decir, que exista una
igualdad de varianzas. En caso de no tomar en cuenta las premisas anteriores, los
resultados de la prueba ¢ no se deberian considerar como validos. Es importante sefialar
que no es indispensable que los tamanos de los grupos de estudio sean iguales, del
mismo modo se debe aplicar la prueba F para igualdad de varianzas o asumir que son
iguales. Esto ultimo no es muy recomendable, ya que puede generar que los resultados

se vean viciados por dicha afirmacion.

La distribucion ¢ cuenta con colas méas amplias que una Normal; esto es, la probabilidad
albergada en las colas es mayor que aquella en la distribucion normal. Lo que nos indica
que la dispersion o varianza sea mayor en una grafica ¢ que en una Normal. Las

propiedades de las curvas con distribucion ¢ son:

e Esuna distribucion continua

e Las curvas de la distribucion ¢ tienen forma de campana con su centro en 0 y
simétrica.

e La dispersion de las curvas t es mayor que la curva de una normal estandar

e Al aumentar los grados de libertad v, la dispersion (varianza) de la curva
disminuye.

e ¢, =N(0,1). Mientras que si los grados de libertad al tender al infinito v — o0,

las curvas t se aproximan a la curva normal estandar.



Antes de seguir con la distribucion ¢, es importante mencionar de donde viene la

distribucion.

Definicion
La ¢ de Student puede obtenerse de la siguiente manera:

Se tiene dos variables aleatorias independientes

X~N(01)y Y~y

y a su vez aplicando la teoria se tiene que

Aplicacion:

X,,...,X, es una muestra aleatoria de N ( H, 02) entonces,

X—pu
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En la figura 2.2 puede ser apreciado el efecto que tiene el ir variando los grados de
libertad (v) hasta llegar el momento en que la t-Student se aproxima a una Normal

estandar con media 0 y varianza 1.
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Figura 2.2 Distribucion ¢ variando los grados de libertad Fuente: Elaboracion

Propia.

A continuacion se hace referencia a una explicacion estadistica de la aplicacion de la

prueba ¢ de Student para la diferencia de medias.



Suponiendo que se tienen X,,...,X, yY,...,Y que son dos muestras aleatorias que se

ooy d,,

distribuyen normalmente con parametros ( 1,0’ )

X,,...,X, madeN(u,,o°)
Y,,...,Y, madeN(y,,o%)

Entonces:

2 2
)?~N(ux,"—j N ¢ ~N(uy,”—)
n m

Por independencia se tiene que

y
X_Y_(,ux 'UY)~N(0,1)
o’ o’
noom
entonces
X_Y_(ﬂx_/"i/)
LT -
n m _(X_Y)_(ﬂxﬂy)
- n+m-2
(n-1)S,’ +2(m—1)Sy2 s (1+1j
o n o m
(n+m—2)



(n—l)SX2 +(m—1)SY2
(n+m—2)

donde S}f es la varianza combinada, Sf) = y es un estimador de

o . Por lo tanto:

ty=—F7— grados de libertad = v=n+m -2

Para ilustrar de una manera mas clara la aplicacion de la distribucion ¢ de Student, se

presenta un ejemplo numérico sacado de Freund (1971).

Ejemplo 3

Supongamos se quiere comparan dos tipos de pintura. Con 4 latas de un galén del
primer tipo, se puede pintar en promedio 512 pies cuadrados con una desviacion
estandar de 31 pies cuadrados. Con el segundo tipo de pintura, y usando 4 latas de un
galon, se pinta en promedio 492 pies cuadrados con una desviacion estandar de 26 pies

cuadrados. A continuacion la sustitucion de los valores y la solucion del problema.

Las hipotesis del ejemplo son:

Ho:M::Uz
H,=u # u,

Una vez ya definidas las hipotesis, se saca la informacion relevante al problema,
quedando de la siguiente manera los tamafos de muestra y los estimadores de cada una

de ellas:



n=4 m=4
X=512 Y=492
S

v =31 S, =26
Ahora, a partir de la formula
X-Y -1)S; +(m-1)S;
;:& donde S;:(n )X (m )Y
11 (n+m-2)
S oA+
Nn m

se sustituyen los valores y se resuelve la ecuacion

- 512492 0.9
\/3(31)2+3(26)2 Tt
6 4" 4

Los grados de libertad (g/) se calculan como n+m—2, entonces 4+4—-2=6g/. Con
un a de 0.05 y de acuerdo al valor en tablas de 7,5, =2.447, y comparandolo con el

estadistico de prueba t =0.99, se concluye que la hipotesis nula no se rechaza. Lo que
quiere decir que no existe evidencia estadistica suficiente para decir que los dos tipos de

pintura son distintos.

2.7 Satterthwaite

La prueba ¢ de Student, como ya se explicé con anterioridad, se aplica cuando las

varianzas son iguales. En caso de que se tengan varianzas distintas de procesos se aplica



la prueba Satterthwaite. Es de gran importancia mencionar que es muy dificil, si no es
que casi imposible, encontrar dos poblaciones con la misma varianza, es por eso que el
método de Satterthwaite es tan importante. Quizas el unico caso en el que se tenga plena
certeza de la igualdad de las varianzas de dos poblaciones sea en simulacion.

La prueba de Satterthwaite consiste en aproximar una distribucion ¢ de Student con un
numero de grados de libertad. A este nimero de grados libres se le denomina el nimero
efectivo de grados libres. Los trabajos sobre esta problematica fueron hechos por Welch
(1936) y (1938) y Satterthwaite (1941) y (1946). Para saber cuando las varianzas de dos
poblaciones son diferentes y poder usar Sattherthwaite, se toman en cuenta los

siguientes puntos. Ver Snedecor (1989):

e Cuando las muestras provienen de poblaciones de diferentes tipos.
e (Cuando al calcular limites de confianza en casos en que las medias de
poblaciones son muy diferentes.

e En poblaciones que son muy sesgadas.

A continuacién una representacion sin demostracion de los grados libres efectivos de

Satterthwaite. Considere que:

de la cual se obtiene:




Cabe sefialar que no se distribuye t-Student cuando x4 = u, . Los grados de libertad

estan dados por:

En esta parte se da un ejemplo numérico donde las varianzas de dos procesos son
distintas, con el fin de que se pueda entender mejor el uso de Satterthwaite, dicho

ejemplo proviene del libro de Montgomery (1996).

Ejemplo 4

Se tienen dos métodos de trabajo, uno rapido y uno estandar, para estimar la
concentracion quimica en la fabricacion de cierto producto. Se analizan 8 muestras de
método rapido y 4 muestras del método estdndar. Se desea determinar si existe

diferencia entre las medias de los dos procedimientos.

Estandar Rapido
25 23
24 18
25 22
26 28

17
25
19

16



Primero se definen las hipotesis que para este caso es saber si las medias de los dos

procesos son iguales (H))

Hy = g = py
H, =y # 1y’
siendo M, = lamedia del proceso estandar y MU, = lamedia del proceso rapido .

Después se calculan las medias y varianzas de los procesos y se tiene que:

x=25 y =21
n=4 m=28
Sf( =0.67 Sf =17.21
2 2
S—X:O.17 &:2.21
n m
Al sustituir en la formula
f= )(2—1/ - 21 550
SLJFSL O.67+17.71
n m 4 8

Los valores de ¢ de tabulada se buscan en tablas de la # de Student en el Montgomery

(1996) y para ¢, =3.182 y para t,, =2.365. Se calcula el valor del estadistico contra el

que se comparara el ¢ con un nivel de confianza del 95%.



(%)

2 2

e
0.05 — S 5 S 5
Vo

Abhora se sustituyen los valores en la formula, quedando como:

[ (0.17)(3.182)2+ 3(82.21)(2.365) i

Al comparar los dos resultados de tiene que 2.59<3.73, y con un ade 0.05 se
concluye que no existe evidencia estadistica suficiente para decir que las medias de los

dos métodos son diferentes.

2.8 Distribucion F

La distribucion F o también conocida como distribucion F de Snedecor o de Fischer-
Snedecor, es una distribucion de probabilidad continua. Generalmente se usa para
probar la igualdad de varianzas de dos poblaciones. Se conforma de dos variables
aleatorias chi-cuadrada independientes que son divididas entre sus grados de libertad
respectivos. Sean W'y Y variables aleatorias independientes chi-cuadrada con u'y v

grados de libertad respectivamente. Entonces el cociente es



2.9 Maxima Verosimilitud

Para describir el principio de méxima verosimilitud, primero es importante tener claros

conceptos con los que se trabaja dicho principio.

2.9.1 Variable aleatoria

El término variable aleatoria se refiere a una funcidén que va del espacio muestral a los
reales. Una variable aleatoria puede usarse para calcular diferentes estimadores
estadisticos como lo son la media (media aritmética, media geométrica, media
ponderada), valor esperado y la varianza de la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria. Se puede pensar en una variable aleatoria como un valor o una
magnitud que cambia de una observacion a otra, sin seguir una secuencia previsible.
Los valores arrojados por una variable aleatoria son los valores numéricos
correspondientes a cada uno de los posibles resultados de un experimento aleatorio. Ver

Eliason (1993) y Montgomery (1996).

El fin de calcular dichos estimadores es conocer a nuestra poblacion de acuerdo a los
estimadores de los parametros. Por ejemplo, una variable X con dos resultados posibles
dados por X = [ si un individuo no tiene trabajo y X = 0 en caso de que el individuo
tenga trabajo, X viene siendo la variable aleatoria. Otro ejemplo es si, del mismo modo,
se supone que se lanzan dos monedas (cada una con la misma probabilidad de que caiga
tanto Sol como Aguila) al aire y, sea X la variable aleatoria que identifica el numero de

Soles obtenidas en el lanzamiento. Ambos ejemplos de variables aleatorias hacen



referencia a tipos de variables aleatorias discretas. La distribucion de probabilidad de
una variable aleatoria da una probabilidad para cada valor posible, es de ahi que la suma
de estas probabilidades debe dar 1. La distribucion de probabilidad puede ser definida
como la lista de los resultados de un experimento y las probabilidades asociadas con

cada resultado.

Sean X,,...,X, los valores que puede tomar la variable aleatoria, p(X ) se denomina

como la probabilidad de la variable aleatoria X'y dicha probabilidad debe cumplir con

las siguientes propiedades: al ser una probabilidad, los valores que ésta tome deben

estar entre 0 y 1, es decir 0< p(x)<1. La suma de las probabilidades debe ser igual a

1. Se calculan las frecuencias acumuladas y de la misma manera se pueden acumular

probabilidades. De esta forma se obtiene la funcién de distribucion de probabilidades

F (x) que asigna a un evento definido en X una probabilidad. Entonces

F(x)=p(X <x). Esta funcion representa la probabilidad de que la variable aleatoria

sea menor o igual que un determinado valor.

Por otro lado, una variable aleatoria continua, es la que toma valores de un nimero
infinito de posibles valores de un nimero real lineal. Por nombrar un ejemplo se puede
decir que una variable aleatoria representada por el peso de un individuo es una variable
aleatoria continua. Cada posible resultado asociado con la variable aleatoria tiene
consigo una probabilidad de ocurrencia. Esta probabilidad puede ser descrita por medio
de una funcién de probabilidad y es mejor conocida como funcién de densidad de
probabilidad. Este tipo de funcién mide la concentracion de probabilidad alrededor de

los valores de una variable aleatoria continua.



2.9.2 Principio de Maxima Verosimilitud

Muchos procedimientos estadisticos suponen que los datos siguen algun tipo de modelo
matematico que se define mediante una ecuacién, en la que se desconoce alguno de sus
parametros, siendo éstos calculados o estimados a partir de la informacion obtenida en
un estudio bien disefiado para tal fin. Existen diferentes procedimientos para estimar los
parametros de una distribucion de probabilidad. Entre los procedimientos existentes, el
mejor y adaptable a un gran pufiado de situaciones es el método de maxima

verosimilitud. Ver Eliason (1993).

Aunque para aquellos que tienen una formacion estadistica este método es bien
conocido y comprendido, sin embargo muchos de los usuarios de los programas
estadisticos, que estan habituados a calcular modelos de regresion logistica, modelos de
Poisson, y muchos otros, desconocen como se efectia la estimacion de los coeficientes
de esos modelos. Se puede considerar que el método de maxima verosimilitud,
abreviado a menudo como ML por sus siglas en inglés (Maximum Likelihood), tal y
como hoy lo conocemos e interpretamos fue propuesto por Fisher (1912). Sin embargo,
ya de una forma mucho mas artificiosa, fue inicialmente vislumbrado por Bernoulli,
cuyo planteamiento fue revisado y modificado por su amigo y gran matematico Euler.
No fue hasta la llegada de los nuevos ordenadores que se empezé aplicar el método de
maxima verosimilitud de forma mas general, ya que es un procedimiento, si se hace a

mano, largo, complejo y repetitivo.



El principio de méxima verosimilitud es definido como aquel estimador 0 para 6 que
maximice la verosimilitud o probabilidad de la muestra observada. En otras palabras,
dada una muestra de observaciones Y encontrar una solucién para € que maximice la
funcién de probabilidad conjunta de la muestra. Los elementos en Y son independientes,
es por eso que la distribucidén conjunta es escrita como el producto de las distribuciones

marginales. De ahi que se maximiza a lo que se le llama “funcion de verosimilitud”,
N
I I f yl ’
i=1

N
donde [] es el operador producto. Al tratar de trabajar con productos se presentan una
i=1

serie de dificultades, es mas complejo, pero, al usar sumatorias es mas sencillo. Con el
logaritmo de A (@) siendo una funcion estrictamente creciente de A(@) sobre todo su

rango, en lugar de ellos se maximiza In [A(H)] = 1(9), que viene siendo el logaritmo

natural de la funcién de verosimilitud. Se obtiene la misma solucién que si se hubiera

maximizado A(@), sin embargo es mas sencillo. Dado el supuesto de independencia e

idénticamente distribuidos (iid), se escribe se la siguiente manera:

A(0)=1 [Hf v 0 } Zln[f v:0)]

La soluciéon para € que maximice esta ecuaciéon se conoce como el estimador de

maxima verosimilitud (Maximum Likelihood Estimador, MLE). Representativamente

se denota por @, el valor se llama estimador de maxima verosimilitud.



2.9.3 Propiedades de los estimadores de Maxima Verosimilitud

Los que se busca al usar los estimadores es poder saber qué tan cercano es al valor real

del parametro al que se desea conocer, del mismo modo es importante saber con cuanta

precision se estd estimando. Los estimadores de méxima verosimilitud tienen las

siguientes caracteristicas. Ver Eliason (1993) y Shenton & Bowman (1977):

Consistencia
Un estimador es consistente si la probabilidad de estar cerca del parametro es
alta. Se dice que 6 es un estimador consistente de @, si el limite en el tamafio de

muestra tiende al o, donde ¢ es una constante pequefia arbitraria, entonces

0 se dice que es consistente.

lim P(|6-6[>5)=0

n—>x0

Eficientes
Es un estimador que alcanza la menor varianza posible entre otros estimadores y

por lo mismo tiene la mayor precision entre todos los estimadores.

Suficientes

A

Concentra toda la informacién que la muestra tiene acerca del parametro. Si 6

es un estimador suficiente de €, el estimador de maxima verosimilitud de € es



funcion de la muestra a través de €. Es decir, un estimador es suficiente si agota

toda la informacidn existente en la muestra que sirva para estimar el parametro.

e Son asintoticamente normales

lim f (én) ~ Normal

n—»

e Invariantes

Si @ es el estimador de méxima verosimilitud (EMV) de 6,

= g(é) estima ag(&)

e No siempre son insesgados, generalmente pueden corregirse por sesgo.

A continuacion se describe la obtencion de los estimadores de maxima verosimilitud y
el célculo del valor de la funcidon de verosimilitud para el caso de interés de la presente
tesis. Se cuentan con dos muestras independientes e idénticamente distribuidas de
tamafio n y m respectivamente las cuales tienen una distribucion Normal con sus
parametros correspondientes. En cuanto a las operaciones que se efectuardn seran
demostraciones de como se obtienen los estimadores cuando el pardmetro es 6 quien a

su vez concentra los siguientes parametros:

ez(ﬂ,UX,O'Y)

O~

A

ez(ﬂxnuyao-x’ay)



Por medio de esto se obtendran las ecuaciones del calculo de estimadores con las que se
trabajara el programa en FORTRAN que en el proximo capitulo sera explicado, esto con

el fin de obtener el calculo de los estimadores de maxima verosimilitud.

El desarrollo de la féormula de los estimadores de maxima verosimilitud para el caso de

o, # 0, estd a continuacion.

La funcion de densidad normal est4 dada por:

donde p es la media y o es la desviacion estandar y o® es la varianza.

Dos muestras aleatorias X|,...,X, y Y,...,Y, son iid y normalmente distribuidas (2

n

todos los pardmetros posibles:

Q={-0< u, <0,—0< u, <©,0<0, <0,0<0, <wo}

Considere la hipdtesis

Hy:py = py



Si H, es falsa, entonces el espacio paramétrico € es igual a:

QZ(yXMuYﬂo-X’O-Y)

Si H, es cierta, el espacio muestral paramétrico se reduce a @, donde:

@, =(p=py =p1,,0<0, <0,0<0, <)

la verosimilitud para el ultimo caso es:

1 x,—u ’ lyj'—/lz

S R I

Ly, o, , = w ) s
w,o Gy) 1;[«/27[0)5 1:1[ Zﬂai

:—e  —_—
(272')71/20')’: (zﬂ_)m/Zo_;n

[ X Yo
1 11 2 P o

Ox

. e !
n+m n m
e

Por procedimiento se calcula el logaritmo de la expresion anterior y se obtiene la

ecuacion (a):

20

y

l(,u,O'x,O'y):—((nJ;m)*ln(27z)j—nln(ax)—mln(av)—(z(;i_z'u) +z(y-":”) J
i O

(2)



Se sacan las derivadas de cada uno de los términos correspondientes y se igualan las

mismas a cero, quedando como:

oo o o

X X X

WUAGwQ):_{£J+[ZX%—ﬂf]:0

Gay o,

M:_{EHM}O
03

y

0

0:0,,0)) _ 00— 2= 4 _
ou o’ o’

x y

de la antepenultima expresion se obtiene la ecuacion

i _ Z (x[_‘u)z
o o’ ’

y de ella

OA_Q _ Z (xi _ﬂ)Z
X n .

Del mismo modo, de la penultima expresion, de las derivadas igualadas a cero, se

obtiene la ecuacion



y de ella resulta que

o 2w
G, =="""——
m

por identidades se sabe que

S - =Y [0 %) +(F - 0]
=2 (x5,—X) +n(X - )

dividiendo ente n:

Z(xi _,u)z _ Z(xi _f)z
n

n

+(X— )’

b

=s; +(F-p)

donde S f =

De igual forma

S0 =Y, -7+ T - P
=3 (v, -7 +mF - u)

dividiendo entre m se tiene que:

Z(yj_/u) :Z(yj_)_}) +(
m

m

y-u)

9

2 — 2
=s,+(y—u)



Z(yi—?)z.

donde S y2 =
m

De manera que las ecuaciones de las derivadas quedarian como:
A2 2 = 2
O, =5, + ('x - /’l)

A2 2 — 2
o,=s,+(y—u

n(xA—Zﬂ) +m():ﬂ) _0
o, O'y

Es importante sefialar que estas tres ecuaciones no tienen forma cerrada.

Finalmente, haciendo un poco de algebra se puede obtener el valor de la verosimilitud,

la cual resulta ser:

A continuacion se considera la obtencion de los estimadores para todo espacio

paramétrico @, = ( 7 ,uy,af,ai) . Se deriva con respecto a cada uno de los parametros

en la ecuacion (a), resultando lo siguiente:

al(ﬂx’ﬂy’o-x’ay) — Z(‘xl _ﬂx)
O, o

X

=0




o, p1,,0,,0,) _ 2 (v, = H4,) o
Ou, O'y2

al(ﬂx’ﬂy’o_x’o-y) :_l_l’_ Z(xl _ﬂ_x)z :0
oo o, o,

X

al(ﬂx’ﬂy’o-x’o-y) :_i+z(~y/_ﬂy)2 :O
oo, o, o,

Igualando a cero y resolviendo las ecuaciones, se tiene que:

Ile: n
l[ly:zmy.i:)—}

— 2 — 2
OA'f — Z(xin :ux) jnzz(xl&zﬂx)

2 2
G, = Z(yj » =m =—Z(y];luy)
m o)




El cociente de verosimilitud A es:

LORILON_ L(.6)
OO L(A,f1,,6,,6,)

Se sustituye

. e 2
n+m 6’\7! GAm
2x) 2 Y
A: n+m
11
-7-7-8
n+m n m
s" s
(272-) 2 X y
n m
_osles)
o am
X .O-y

=-2logA = 15,4—3:1

El resultado —2logA = y., ., tiende a una distribucién y* con grados de libertad
igual a dimensién Q — la dimension de @,. Note que la dimension de @, es 4, porque
tiene cuatro parametros y la dimension de @, es de 3, ya que tiene tres parametros. La

diferencia de dimensiones da el nimero de grados libres de la y~.

A continuacidn un ejemplo numérico para apreciar el uso de las ecuaciones anteriores y

asi entender de mejor manera el procedimiento.



Ejemplo 6.

Por fines practicos, se tomo6 el ejemplo dado en la seccion de la prueba Satterthwaite

con los mismos datos, claro que ahora se aplicard el método de obtencion de

estimadores de maxima verosimilitud. Se resumen los datos quedando de la siguiente

forma:

Estandar Rapido
x=25 y =21
n=4 m=38

§:=067  S:=17.71

Ahora se asume un valor para x de la siguiente manera:

Este procedimiento trabaja de esa manera. A partir de un valor supuesto de u, se

empiezan a calcular lo estimadores por medio de sustituir los valores dados en las

ecuaciones, para x

y asi mismo para y, las ecuaciones son:



2

A2 Q2 (o
o, = Sy + (y /l)
Al tener una vez definidas las ecuaciones, que surgieron de las derivadas igualas a cero,

se sustituyen los valores correspondientes a cada poblacion. Lo que queda de la manera

en que

67 =0.67+(25-23)"

62 =17.71+(21-23)’

Una vez calculados los estimadores las siguientes formulas, quedando

n(X-p) m(y-p) 4(25-23) 8(21-23)

St ———= +

(o o, 4.67 21.71
=1.713-0.74
=0.973

Este método es redundante y por fines practicos, solo se presentd uno de los muchos
calculos que deberian ser hechos para encontrar los mejores estimadores. Se quiere
llegar a un valor muy cercano a cero, en la Ultima ecuacion, para que los estimadores
calculados se puedan considerar como buenos. De manera algebraica se sugiere usar el
método de diseccidon para ir calculando las medias. Sin embargo, la mejor forma de
resolver el problema es usando un programa de computadora que se verd desarrollado

en el proéximo capitulo de la presente tesis.



2.10 FORTRAN

FORTRAN es un lenguaje de programacion cientifico creado en los afos 50°s y que se
utiliza en la actualidad. El nombre del programa estd dado por su acrénimo en inglés
“FORmula TRANSslator”. El primer compilador de FORTRAN se hizo para una
maquina de la empresa IBM cuyo grupo de trabajo estuvo a cargo de John W. Backus.
El lenguaje de programacion fue disefiado considerando que los programas se
escribirian en tarjetas perforadas de 80 columnas. Estas caracteristicas han evolucionado
de version en version. Las versiones actuales contienen subprogramas, recursiones y se
permite modificar el flujo de ejecucion de las instrucciones de un programa. Se debe
tener en cuenta que la sintaxis de FORTRAN fue adaptada para el uso en trabajos

numéricos y cientificos. Ver Chapman (2007).

2.11 Simulacion de Monte Carlo

La simulacion de Monte Carlo surgid, aproximadamente, por en los afios 40’s y el
nombre proviene de la ciudad de Ménaco, donde la probabilidad y el comportamiento
aleatorio son una forma de vida. Su principal uso en aquella época fue como una
herramienta de investigacion de la bomba atémica durante la Segunda Guerra Mundial.
Hoy en dia su uso es variado en la simulacidn, ya que es una técnica cuantitativa que
mediante la utilizaciéon de computadoras y la estadistica logra imitar, por medio de
modelos matematicos, el comportamiento aleatorio de sistemas reales. Ver Shamblin

(1986)



2.11.1 Muestreo por Monte Carlo

La prueba consiste en simular la toma de muestras aleatorias de una poblacién y los
valores obtenidos de las muestras simuladas. Se comparan los valores simulados con los
valores reales de la muestra, si el valor obtenido en la muestra real es distinto al de la
simulacion, la hipotesis nula se rechaza, concluyendo que la muestra no fue tomada de
manera aleatoria. Ver Noreen (1989). El método de Monte Carlo es valioso en
situaciones particulares para seleccionar muestras de cualquier poblacion, si y solo si la

distribucion de probabilidad de la poblacion que se quiere analizar sea conocida.

Uno de los puntos mas importantes en relacion a la simulacion Monte Carlo, es el crear
un modelo matematico del proceso, sistema o actividad que se desea analizar,
identificando las variables cuyo comportamiento aleatorio determina el comportamiento
general del sistema. Al identificar las variables aleatorias, se hace un experimento
consistente en generar muestras aleatorias para dichas variables. Tras repetir n veces
este experimento, se tendrdn n observaciones sobre el comportamiento del sistema, lo
cual ayudara a entender el funcionamiento del mismo. Cabe resaltar que en cuanto

mayor sea n, mayor sera la precision de los experimentos hechos.

La explicacion de la metodologia de simulacion Monte Carlo podra ver adelante, sin
embargo, es importante que se conozca la estructura para asi llegar a vislumbrar de

manera mas sencilla el funcionamiento de la metodologia.



Seleccionar alguna prueba
estadistica

A 4

y

[ Ingresar la muestra original ]

A 4

Calcular el estadistico de prueba: el valor de la prueba
estadistica para la muestra original

y

[ Definir NS: nimero deseado de muestras simuladas

A 4

[ Definir los contadores muestrales v nee en 0

y

=[ Afadir 1 a la muestra ]

y
;Es la muestra < NS?

SI

) NO
J

y

Extraer una muestra simulada de la
poblacion definida

A 4

Calcular los pseudoestadisticos:
la prueba estadistica de los datos simulados

y

NO 3
;Es el nseudoestadistico > estadistico actual? ]

SI

|

y

[ Anadir 1 a nge ]

A 4

Calcular el nivel de significancia: WA
(nge+ 1)/ (NS+1) J‘

Fin

Figura 2.3. Diagrama de Flujo Simulacion Monte Carlo. Fuente: Noreen (1989) p. 45.




En la figura 2.3 es presentado el diagrama de flujo para Monte Carlo, el cual esta en el
libreo de Noreen (1989) en la pagina 45, y en el diagrama se describe paso a paso la

secuencia a seguir.

Con el fin de explicar de mejor manera el proceso, a continuaciébn se muestra una
demostraciéon matematica de la simulacion Monte Carlo para el caso en que no existen

empates. Ver Noreen (1989).

Sea el estadistico 7 una funcion de la matriz de datos X, la cual tiene una distribucion
conocida bajo la hipotesis nula y de tamafno de muestra N. El método Monte Carlo

consiste en generar NS muestras independientes X,,..., X, de la hipotesis nula de

tamafio N. Por convencion se asume que las NS muestras estan ordenadas tal que:

1(X)=..2t(X,)

La formula matematica de esta variable puede ser definida como:

nge = mI?'X{t(XK) 2 t(Xo)}

Después se igualan los datos originales a la variable X, y se define el estadistico t(X 0)

como el valor de la prueba estadistica de los datos originales. Enseguida se debe definir
la variable aleatoria nge, la cual es el numero de veces que el valor de la prueba
estadistica simulada es mayor o igual al valor de la prueba estadistica de los datos

originales. Se sabe que la hipotesis nula /, se rechaza al nivel de « si:

nge+1 <
NS +1

b



donde « es el nivel de rechazo de la prueba.

Por lo tanto para que este procedimiento sea valido es necesario que

P ”ge+13a <a,
NS +1

del mismo modo se puede expresar como:

P[Rechazar H,| H, Cierta| < «,

Es importante saber que en toda ocasién el valor de #(.X 0) debe estar en alguno de los

NS +1 intervalos a continuacion:
(=00t (Xus) ] (8 (X ) ot (X ysr) oo (£( X)), 2 (X,) | (£( X7 ) o0

Bajo la hipotesis nula H, el valor observado de la prueba estadistica t(X 0) es una
muestra de tamafio 1 de una distribucioén idéntica e independiente a la distribucion de

t(X,) paratoda i =1,...,NS . Porlo que

P[t(X,) esté dentro de un intervalo especifico | = NSI 1
+

La variable nge esta definida por



nge = max {enteroK|t(XK)>t(XO),K:O,...,NS}

Otra definicion que se puede dar a nge es que es el numero de intervalos cerrados por

arriba que estdn contenidos en el intervalo [t(XO),OO). Por ende, nge puede tomar

cualquier valor de 0 a NSy cada uno de estos valores con la misma probabilidad bajo

H,. De ahi, que dado el nivel de rechazo (), si NS es seleccionado de manera que

a(NS +1) sea un entero se puede ver que

a(NS+1) _

Pl(nge+1) < a(NS +1)]= o

y la misma expresion puede ser definida como:

P nge+1 <al|lfa
NS +1

Esto demuestra que si NS es seleccionado de manera que (NS +1) sea un entero, y
como no se esta trabajando con empates, entonces se puede concluir que la prueba de
Monte Carlo si es una prueba valida. Esto es, que la probabilidad de rechazar la
hipotesis nula cuando ésta es cierta, es igual al nivel de rechazo de la prueba. Ver

Noreen (1989).



