
Caṕıtulo 10

Apéndices

10.1. El CAPM.

En este apéndice explicaremos algunos detalles de lo que se conoce como
Teoŕıa Moderna de Carteras (TMC)1. En 1952 Markowitz[13] hizo la dis-
tribución de rendimientos posibles, medida por su varianza, la medida de
riesgo del portafolio o cartera. De manera formal la varianza se define de la
siguiente manera:

σ2 =
∞∑
i=1

(ri − rµ)2 (10.1)

donde

σ2 = varianza
rµ = rendimiento medio

ri = rendimiento de la i-ésima observación.

En el ĺımite, la varianza mediŕıa la dispersión de los posibles rendimien-
tos alrededor del rendimiento promedio. La ráız cuadrada de la varianza, o
desviación estándar, mide la probabilidad de que el rendimiento se desv́ıe de
la media. Entre más grande sea la dispersión de los rendimientos, más grande
será la desviación estándar, y la acción sera considerada más riesgosa. El uso
de la varianza requiere que los rendimientos se encuentren distribuidos de
forma normal. Sin embargo, si los rendimientos (accionarios, por ejemplo)
siguen una caminata aleatoria y son variables aleatorias e independientes e

1Modern Portfolio Theory
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Figura 10.1: La frontera eficiente del conjunto de carteras.

idénticamente Distribuidas (IDD), entonces el teorema de ĺımite central del
cálculo (o ley de los números grandes) establece que la distribución seŕıa
normal y la varianza seŕıa finita. Los inversionistas deseaŕıan, el portafolio o
cartera con el más alto rendimiento esperado, para un nivel de riesgo dado.
También se espera que los inversionistas sean aversos al riesgo. Este enfoque
se conoce como eficiencia de media/varianza.

La curva descrita en la figura 10.1 se conoce como la frontera eficiente, ya
que la curva negra contiene las carteras con el más alto nivel de rendimien-
tos para un nivel dado de riesgo, o desviación estándar. Los inversionistas
preferiŕıan estas carteras si nos basamos en el supuesto de que son racionales.
Estos conceptos fueron extendidos por Sharpe(1964) [22], Litner(1964) y
Mossin(1965) para crear lo que se conoce como El Modelo de Valuación de Ac-
tivos de Capital o Capital Asset Pricing Model (CAPM), nombre ideado por
Sharpe. El CAPM combina la TME y el modelo matemático de Markowitz de
teoŕıa de carteras, en un modelo del comporamiento del inversionista basa-
do en expectativas racionales bajo un marco de equilibrio general. En par-
ticular, asume que los inversionistas poseen expectativas de rendimientos
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homogéneas, es decir, que interpretan la información de la misma manera.
El CAPM fue un avance notable que vino de manera independiente de tres
autores distintos.

El CAPM empieza asumiendo que vivimos en un mundo libre de transac-
ciones, comisiones e impuestos. Estas simplificaciones fueron necesarias para
separar el comportamiento del inversionista de las restricciones hechas por
la sociedad. Los f́ısicos hacen a menudo algo parecido, como asumir que no
existe fricción entre los cuerpos. Después el CAPM asume que todos pueden
pedir y prestar a una tasa libre de riesgo, la cual se interpreta como la tasa
que otorga un bono gubernamental, en el caso de EEUU el T-Bill2 a 90 d́ıas,
de la tesoreŕıa americana. Finalmente también asume que todos los inver-
sionistas desean la eficiencia media/varianza de Markowitz, es decir, quieren
el portafolio con el más alto nivel de rendimiento dado un cierto nivel de ries-
go, y son aversos a este. El riesgo se define nuevamente como la desviación
estándar de los rendimientos. Por todo lo anterior los inversionistas se con-
sideran racionales en el sentido de Markowitz.

Basándose en estos supuestos, el CAPM llega a algunas conclusiones refe-
rentes al comportamiento de los inversionistas. Primero, el portafolio óptimo
para todos los inversionistas seŕıa combinaciones del portafolio de mercado
(la cartera que posee la capitalización de todos los activos de riesgo, ponder-
ados) y el activo libre de riesgo. En la figura 10.2 se muestra este tipo de
cartera, una ĺınea es tangente a la frontera eficiente en la cartera de mercado
(M), y el intercepto con el eje Y, que es la tasa libre de riesgo (r). Los dis-
tintos niveles de riesgo pueden ajustarse añadiendo más del activo libre de
riesgo, para reducir la desviación estándar del portafolio, o, pidiendo presta-
do a esa tasa para nivelarlo. Los portafolios que se encuentran a lo largo de
esta ĺınea, llamada la ĺınea del mercado de capitales, dominan a todos los
de la frontera eficiente, los inversionistas preferiŕıan estos portafolios sobre
todos los demás. Además los inversionistas no son compensados por asumir
cualquier riesgo que no sea el del mercado, ya que los portafolios eficientes
están sobre la ĺınea del mercado de capitales. El modelo también declara que
aquellos activos que son más riesgosos deben compensar al inversionista con
más rendimientos (que compensen asumir dicho riesgo). Dado que el riesgo
está ahora en función del portafolio de mercado, una medida lineal del riesgo
de algún activo o valor es usado. Esta medida lineal se conoce como beta [21]

2Treasury Bill
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Figura 10.2: La ĺınea del Mercado de Capitales.
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Acción Beta
Acciones con beta alta
Bank of America 1.55
Borland International 2.35
Traveler’s Inc. 1.65
Acciones con beta promedio
Du Pont 1.00
Kimberly-Clark Corp. .90
Microsoft 1.05
Acciones con beta baja
Green Mountain Power .55
Homestake Mining .20
Oracle, Inc. .49

Cuadro 10.1: Estimaciones de betas de acciones individuales selectas, se
tomó al S & P 500 como una aproximación de la cartera de mercado.

y se define como:

βi =
Cov(Ri, Rm)

σ2(RM)
(10.2)

donde Cov(Ri, Rm) es la covarianza entre el rendimiento del activo i y el
rendimiento de la cartera de mercado y σ2(RM) es la varianza del mercado.
Una propiedad de gran utilidad es que el promedio de beta a lo largo de todos
los t́ıtulos, cuando se pondera mediante la proporción del precio de mercado
de cada t́ıtulo respecto de la cartera de mercado, es de 1. Es decir

N∑
i=1

Xiβi = 1 (10.3)

donde Xi es la proporción del precio de mercado del valor i respecto de
la totalidad del mercado. En el cuadro 10.1 podemos observar las betas de
distintas empresas de EEUU. Si la beta está por arriba de 1 (o por debajo),
la empresa en cuestión es más (o menos) riesgosa que la cartera de mercado.

La ecuación (10.3) simplemente nos dice que si se ponderan todos los t́ıtu-
los con base en sus precios de mercado, la cartera resultante será el mercado.
Por definición, la beta de la cartera del mercado es 1.

Si todos los activos riesgosos fueran graficados en una gráfica de sus betas
contra sus rendimientos esperados, el resultado seŕıa una recta que tiene un
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Figura 10.3: La ĺınea del Mercado de Valores.

intercepto con el eje Y justo en la tasa libre de riesgo y pasa por el portafolio
de mercado. Este resultado es llamado la ĺınea del mercado de valores y
podemos verla en la figura 10.3.

La última figura nos da una pauta para resumir todas las ideas del CAPM
en una sola ecuación, a saber, la del rendimiento esperado de un t́ıtulo:

R̄i = RF + βi(R̄M −RF ). (10.4)

De manera más concreta, decimos que el rendimiento esperado de un
t́ıtulo es igual a la tasa libre de riesgo más la beta del valor multiplicada por
la diferencia entre el rendimiento esperado sobre el mercado y la tasa libre
de riesgo.
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10.2. Ráıces unitarias en series de tiempo

económicas.

10.2.1. Series altamente persistentes.

En el modelo AR(1) el supuesto de que |ρ1| < 1 es crucial para que
las series sean débilmente dependientes [25] (capt. 11) 3 Ha resultado en la
práctica que muchas series de tiempo económicas son caracterizadas de mejor
manera con modelo AR(1) con ρ1 = 1. En este caso, podemos escribir

yt = yt−1 + et, t = 1, 2, · · · , (10.5)

Aqúı otra vez asumimos que los {et : t = 1, 2, · · ·} están independientemente
e idénticamente distribuidos con media 0 y varianza σ2

e . También asumimos
que el valor inicial y0 es independiente de et, para todo t ≥ 1. El proceso
de (10.5) se llama una caminata aleatoria. El nombre viene de que y en
el tiempo t se obtiene empezando en el valor previo yt−1 y añadiendo una
variable aleatoria de media cero, que es independiente de yt−1. Si queremos
encontrar el valor esperado de yt, podemos usar sustituciones sucesivas para
obtener

yt = et + et−1 + · · ·+ e1 + y0 (10.6)

tomando el valor esperado de ambos lados tenemos

E(yt) = E(et) + E(et−1) + · · ·+ E(e1) + E(y0) =

E(y0), para todo t ≥ 1 (10.7)

Entonces, el valor esperado de una caminata aleatoria no depende de t.
Un supuesto popular es el de que y0 = 0, en cuyo caso E(yt) = 0 para todo
t.

Una caminata aleatoria es un caso especial de lo que se conoce como
proceso de raiz unitaria. El nombre viene del hecho de que ρ1 = 1 en el
modelo AR(1). Un modelo más general de procesos de raices unitarias se
genera idénticamente que la ecuación 10.5, sólo que esta vez no permitimos
que {et} sea una serie débilmente dependiente (Por ejemplo, {et} podŕıa

3Éste término describe un proceso de series de tiempo donde la correlación entre vari-
ables aleatorias en 2 puntos en el tiempo disminuye a medida que el intervalo entre los dos
puntos crece.
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seguir un proceso de promedio móvil MA(1) (moving average of order 1)
o un AR(1) estable por śı mismo, ver [25] y [7]) Cuando {et} no es una
secuencia independiente e idénticamente distribuida, las propiedades de la
caminata aleatoria que ya hemos comentado no se mantienen. Sin embargo
se preserva la caracteŕıstica clave de {yt}, el valor de yt hoy está altamente
correlacionado con el de yt+n en el futuro distante.

Por esta caracteŕıstica, a este tipo de modelos se les conoce como al-
tamente persistentes. Es importante no confundir un comportamiento con
tendencia y uno altamente persistente. Una serie puede tener tendencias y
no ser altamente persistente. (Ver[25] capt 10 ). Más aún, factores como la
tasa de interés, la tasa de inflación y tasas de desempleo se piensan como
series altamente persistentes, pero no tienen ninguna tendencia clara, ni a la
alza ni a la baja. Sin embargo, cabe mencionar que muchas veces las series
altamente persistentes, poseen una clara tendencia. Un modelo que lleva a
este comportamiento es el siguiente, que curiosamente se conoce como cam-
inata aleatoŕıa con desviación, un concepto similar(en este caso es lineal)
a la caminata aleatoria sesgada, y es el modelo que se usó para el análisis
econométrico en esta tesis:

yt = α0 + yt−1 + et, t = 1, 2, · · · (10.8)

donde {et : t = 1, 2, · · ·} y y0 satisfacen las mismas propiedades que en el
modelo de la caminata aleatoria. El nuevo parámetro es α0, que se llama
el término de desviación. Esencialmente para generar yt, la constante α0 se
añade junto con el ruido aleatorio et al valor previo yt−1. Podemos ahora
mostrar que el valor esperado de yt, sigue una tendencia lineal en el tiempo,
usando sustitución repetida

yt = α0 + yt−1 + et + et−1 + · · ·+ e1 + y0. (10.9)

Por esto, si y0 = 0, E(yt) = α0t: el valor esperado de yt crece a través del
tiempo si α0 > 0 y disminuye si α0 < 0. Para un análisis completo de estas
y otras propiedades consultar [5], [25] y [7].

10.2.2. Transformaciones en series altamente persis-
tentes

Usar series de tiempo altamente persistentes como las de un proceso de
ráız unitaria en una regresión, puede resultar una violación de los supuestos
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de el modelo clásico de regresión lineal, ver [5]. Esto sin duda nos llevaŕıa
a resultados erróneos. Afortunadamente existen transformaciones de relativa
sencillez que pueden volver a un proceso de raiz unitaria débilmente depen-
diente. Los procesos débilmente dependientes se conocen como integrados de
orden cero o I(0). En la práctica, esto significa que nada necesita hacerse a
estas series antes de usarlas en un análisis de regresión: Los promedios de
dichas series ya satisfacen el teorema del ĺımite central. Los procesos de raiz
unitaria, tales como una caminata aleatoria (con o sin desv́ıo), se dicen ser
integrados de orden cero, o simplemente I(0) . Esto significa que la primera
diferencia del proceso es débilmente dependiente (y muchas veces estacionar-
ia) Esto es fácil de ver para una caminata aleatoria. tomando {yt} como en
la ecuación 10.5 para t = 1, 2, 3, · · · , tenemos:

∆yt = yt − yt−1 = et, t = 1, 2, 3, · · · (10.10)

entonces, la serie de primeras diferencias {∆yt : t = 2, 3, · · ·} es, de hecho,
una secuencia i.i.d. De manera más general si {yt} se genera por 10.10 donde
{et} es un proceso débilmente dependiente, entonces {∆yt} es un proceso
débilmente dependiente. Por lo anterior, cuando vemos que un proceso es
integrado de orden 1 o I(1), (es decir tenemos razones para creer que los et

no se comportan como un proceso débilmente dependiente), muchas veces
nos bastará con hallar la primera derivada para usarlos en nuestro análisis
econométrico. Para ejemplos ver [25].

Muchas series de tiempo que son estrictamente positivas,son de tal manera
que log(yt) es integrado de orden 1. En tal caso, podemos usar la primera
diferencia de los logaritmos, ∆log(yt) = log(yt)−log(yt−1) en nuestro análisis.
De manera alternativa, ya que

∆log(yt) ≈
(yt − yt−1)

yt−1

(10.11)

Podemos usar el cambio proporcional o de porcentaje en yt directamente,
como lo hicimos en el caṕıtulo 7 de esta tesis.

10.2.3. Decidiendo si una serie de tiempo es I(1), el
test de Dickey-Fuller(DF)

Determinar si la realización de una serie de tiempo en particular es el
resultado de un proceso I(1) o uno I(0) puede ser muy complicado, por esta
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razón se han implementado tests en los paquetes econométricos que calculan
esto con precisión, uno de los más eficientes es llamado test de Dickey-Fuller.

La lógica del test es como sigue. El enfoque más simple para probar si
existen raices unitarias empieza con un simple modelo AR(1):

yt = α + ρyt−1 + et, t = 1, 2, · · · (10.12)

donde y0 es el valor inicial observado. denotamos por {et} un proceso que
tiene media cero, donde se cumple:

E(et|yt−1, yt−2, · · · , y0) = 0. (10.13)

Bajo 10.13, se dice que {et} es una secuencia de diferencias Martingala
con respecto a {yt−1, yt−2 · · · , }. Si {et} se asume como i.i.d. entonces también
satisface 10.13.

Si {yt} sigue 10.12, entonces tiene una raiz unitaria si y solo si ρ = 1.
Si α = 0 y ρ = 1, {yt} sigue una caminata aleatoria sin desv́ıo (con las
innovaciones et satisfaciendo 10.13). Si α 6= 0 y ρ = 1, {yt} es una caminata
aleatoria con desv́ıo, lo cual significa que E(yt) es una función lineal de t. Un
proceso de raiz unitaria con desv́ıo se comporta de manera distinta de uno
sin desv́ıo. Sin embargo es común dejar a α sin especificar bajo la hipótesis
nula, y este es el enfoque que tomaremos. Entonces la hipótesis nula de que
{yt} tenga una raiz unitaria:

H0 : ρ = 1 (10.14)

En casi todos los casos estamos interesados en la alternativa inclinada
hacia un lado:

H1 : ρ < 1 (10.15)

En la práctica esto significa que 0 < ρ < 1, ya que ρ < 0 seŕıa muy raro
en una serie en la que sospechamos que tiene una raiz unitaria. La alternaiva
H1 : ρ > 1 no es considerada usualmente, ya que implica que yt es explosiva.
De hecho si α > 0, yt tiene una tendenćıa exponencial en su media cuando
ρ > 1. Cuando |ρ| < 1, {yt} es un proceso AR(1) estable, lo cual significa que
es un proceso débilmente independiente o asintóticamente no-correlacionado.
(Ver [25], (pp. 578-580). En otras palabras, si hacemos una prueba para los
modelos 10.12 y 10.13 con 10.15 estamos probando si {yt} es I(1), contra la
alternativa {yt} es I(0). La razón por la cual no tomamos el 0 como I(0) en
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esta prueba, es que {yt} es I(0) para cualquier valor de ρ estrictamente entre
-1 y 1, algo que la prueba de hipótesis clásica, no maneja del todo bien. Para
ver ejemplos de como probar estas y otras hipótesis recomendamos [8].

Una ecuación conveniente para hacer la prueba de la raiz unitaria se
obtiene substrayendo yt−1 de ambos lados de 10.12 y definiendo θ = ρ− 1:

∆yt = α + θyt−1 + et (10.16)

si ademas se cumple 10.13, 10.16 es un modelo dinámicamente completo,
de tal manera que parece fácil hacer la prueba para H0 : θ = 0 contra
H1 : θ < 0. El problema es que, bajo H0, yt−1 es I(1), y entonces el teorema
del ĺımite central que se basa en la distribución normal para el estad́ıstico t
(ver [25]) no aplica: en este caso el t estad́ıstico no posee una distribución
aproximadamente normal, ni siquiera en muestras grandes.

La distribución asintótica del t estad́ıstico bajo H0 se conoce como dis-
tribución de Dickey Fuller, ver [25].

Mientras que no podemos usar los valores cŕıticos comunes, si podemos
usar el t estad́ıstico común para θ̂ en 10.16, al menos una vez que los valores
cŕıticos asociados hayan sido tabulados. El resultado se conoce como el test
de Dickey Fuller para raices unitarias.
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