
Caṕıtulo 5

Problema de Kervaire para
grupos libres de torsión

Como ha sido ofrecido y prometido, a continuación se presenta la aplicación de los caṕıtu-
los anteriores a la resolución de la conjetura de Kervaire para grupos que no tienen torsión. Se
desglosan las demostraciones ofrecidas en [3] y se respeta la exposición alĺı dada. Se aplica la
herramienta de los caṕıtulos 3 y 4, en particular la proposición 3.3 y el lema 4.1. A su vez, se
debilitan las hipótesis de los lemas y teoremas para obtener el resultado de mayor fuerza sugerido
en el mismo art́ıculo.

Primero se da un poco de luz a los objetos con los que se trabaja.

5.1. Exhibición de los objetos empleados

Esta sección alumbra un poco las secciones posteriores. Impĺıcitamente es claro que G∗ < t >
puede ser presentado al añadir un nuevo generador a la presentación de G. En la introducción
se menciona que la conjetura de Kervaire dice que un grupo no-trivial no puede trivializarse
al agregarle un generador y una relación a su presentación. El producto libre con < t > es el
nuevo generador, mientras que la clausura normal de {w} es la relación agregada. Esto puede
traducirse a la presentación de G∗<t>

<<w>> como a continuación.

G∗ < t >

<< w >>
:=< G, t : w = 1 > (5.1)

Las secciones 5.3 y 5.4 aclaran cuáles son los elementos que forman la palabra w en esta
presentación. A continuación damos una introducción a este detalle.

En el primer teorema de la siguiente sección, W está compuesto de los elementos{
b0t

−1a0tb1 · · · t−1artbrt
−1ct

} ∪ {
t−1h−1tψ(h) : h ∈ H

}
. Si se asumiese que la nueva relación

(palabra) w puede escribirse con estos elementos, el problema de Kervaire seguiŕıa inmediato
de tal teorema. Las secciones 5.4 y 5.5 evitan esta enorme suposición al desplegar con rigor la
estructura de la palabra y brindan las hipótesis de este teorema.
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CAPÍTULO 5. PROBLEMA DE KERVAIRE PARA GRUPOS LIBRES DE TORSIÓN 28

5.2. Teorema de solubilidad y aplicación de la herramienta

de los caṕıtulos 3 y 4

En este punto es conveniente recordar la definición 2.4 (libre relativo).

Teorema 5.1. Sean H y H ′ dos subgrupos de T y un isomofismo arbitrario φ:H → H ′. Sean
ai, bi (i = 0, 1, . . . , r) elementos de T tales que ai es libre relativo a H y bi es libre relativo a H ′.
Sea c un elemento arbitrario de T. Entonces el sistema de ecuaciones

b0t
−1a0tb1 · · · brt−1artct = 1

t−1h−1tφ(h) = 1 con h ∈ H y φ(h) = t−1ht

tiene solución sobre T.

La demostración consiste en utilizar el esquema constrúıdo en el lema 4.1 y asociarle un flujo
de autos con las caracteŕısticas del lema 3.3 para aśı llegar a una contradicción.

Demostración. Supongamos que el sistema no es soluble sobre T. El lema 2.1 nos coloca en la
situación del lema 4.1. Se tiene una división de la 2-esfera en celdas, donde la estructura de los
elementos está determinada por el sistema de ecuaciones. De hecho, el sistema de ecuaciones es
el conjunto de elementos de W . Además hay una última celda en cuyo interior están contenidas
todas las demás. Esto es:

Por parte de la primera ecuación, hay poĺıgonos de 2r + 3 lados correspondientes a la pal-
abra o a su inversa cuyos coeficientes están escritos en las esquinas. Estas 2-celdas se ilustran en
la próxima figura como tipo I y I ′. Bien podŕıan verse como figuras más complejas, sin embargo
la representación mediante un triángulo indicando las esquinas es más barata.

A su vez, t−1h−1tφ(h) = 1 da lugar a los poĺıgonos de 2 lados mostrados bajo II o II ′ re-
spectivamente. Una de las celdas de tipo II será utilizada para transformar D2 en S2. En su
interior están contenidas todas las demás celdas. La figura 5.1 aclara todo esto. Esta ilustración
se encuentra en [3].

Antes de continuar y definir un flujo para cualquier división en celdas, la figura 5.2 muestra
un arreglo de poĺıgonos que ayuda a familiarizarse con la situación.

Definamos un flujo de tráfico en K. Esto lo haremos en dos partes. Primeramente, a todas
las celdas exceptuando la última cara de la siguiente forma. Para los poĺıgonos, un auto comen-
zará a viajar en contra del reloj, partiendo de la esquina b0 y b−1

0 (I y I ′ respectivamente).
Viajará de esquina a esquina en una unidad de tiempo, excepto en el vértice c (o c−1 según sea
el caso), donde se detiene durante 2r − 1 unidades. Es decir, en 0 está en b0, en 1 estará en
a0 y aśı sucesivamente. Nótese que en la figura anterior, los números debajo (o arriba) de cada
esquina representan el instante de tiempo en el que el auto se encuentra alĺı.

Los autos de los poĺıgonos de 2 lados (2-gonos) comenzarán en la esquina φ(h) para las cel-
das de tipo II y en la esquina φ(h)−1 para las celdas de tipo II ′, viajando en contra del reloj y
atravesando cada arista en una unidad de tiempo sin frenar. La tabla 5.1 muestra la estructura
del movimiento.
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Figura 5.1: Tipo de celdas dado el sistema de ecuaciones

Figura 5.2: Una división en celdas K
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Tiempo tipo I I ′ II II ′

0 b0 b−1
0 φ(h) φ(h)−1

1 a0 c−1 h−1 h
. . . . .
. . . . .

2r br c−1 φ(h) φ(h)−1

2r + 1 ar a−1
r h−1 h

2r + 2 c b−1
r φ(h) φ(h)−1

. . . . .

. . . . .

. . . . .
4r + 1 c a−1

0 h−1 h
4r + 2 = 0 b0 b−1

0 φ(h) φ(h)−1

Cuadro 5.1: flujo en K excepto por el auto correspondiente a la cara asociada con el punto al
infinito

Este flujo deberá cumplir las hipótesis de la proposición 3.3. Los siguientes párrafos son una
descripción de las caracteŕısticas y propiedades del flujo, mostrando que se cumplen los requer-
imientos del lema. Primero se apodan las esquinas y vértices de K para facilitar la exposición
de las propiedades del flujo.

Al igual que en la figura, todas las aristas tendrán orientación contraria al reloj. Bajo estas
consideraciones, existen 4 tipos de esquinas.
Las esquinas etiquetadas con bi y exponente 1 ó −1 serán esquinas superiores. Para el tipo
con etiqueta a1 y cualquier exponente 1 ó −1 serán esquinas inferiores. Las esquinas altas
serán las etiquetadas con c y las esquinas bajas con c−1.

A su vez, los vértices serán catalogados dependiendo del tipo de esquina asociada a ellos. Esto es:
son máximos si todas las esquinas son superiores; mı́nimos si las esquinas son inferiores. Los
vértices donde concurran esquinas altas y bajas serán montura. Si es necesaria, una analoǵıa
con cálculo diferencial aclara todo esto.
En una montura hay un número igual de esquinas altas y bajas alternando alrededor del vértice.
Es posible que entre ellas hayan esquinas superiores e inferiores intercaladas, mas al despreciarlas
hay c y c−1 alternadas. A la derecha de una c−1 hay una c ó una b, mientras que a la izquierda de
una c hay una c−1 ó una a. Por esto siempre hay un número par de ellas. La figura 5.3 ejemplifica
esto.
Veamos ahora las propiedades del flujo asociado (la tabla ayuda a observar lo siguiente):

1. flujo en una dirección. Si hay dos autos en aristas al mismo tiempo, entonces ambos se
dirigen arriba o ambos abajo. En los intervalos de tiempo de la forma par-impar (2n, 2n+1)
ningún auto se dirige hacia arriba, mientras que en los intervalos impar-par (2n − 1, 2n)
ninguna va hacia abajo. Esta propiedad implica que no hay colisiones en aristas.

2. Horario de paradas. Los autos se detendrán en esquinas altas y bajas. Nunca lo harán en
esquinas superiores o inferiores. Esta propiedad indica que las monturas serán los vértices
donde se detengan los autos, pero los máximos y mı́nimos nunca presencian paradas.
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a

b

c-1

Figura 5.3: c y c−1 alternando en un vértice

3. Paradas separadas. Son pocos los instantes que no tienen paradas, de hecho nunca hay
un auto en una esquina de arriba al mismo tiempo que otro auto se encuentre en la esquina
de abajo. Esta propiedad y el hecho de que las esquinas de arriba y de abajo alternan en
una montura implica las restricciones de la proposicón 3.3. Esto es que las paradas son
separadas. Más aún, las colisiones sólo ocurrirán en máximos y mı́nimos.

4. Coherencia en el movimiento. En la tabla puede apreciarse que no hay letras mezcladas
en los momentos de tiempo señalados. Esto es, si dos autos de celdas I y I ′ se encuentran
en esquinas donde no se detienen, entonces las esquinas tendrán la misma etiqueta hasta
inversión.

Definamos ahora la segunda parte del flujo en la última cara (asociada al punto al infinito) en cuyo
interior está el resto de K, llamémosle G∞ y la 2-celda más próxima a ella. Llamémosle Gf . Sus
respectivos autos serán g∞ y gf . Recordemos que K tiene el único vértice cuyo producto con el
resto es no trivial en G∞. Sea v∗ dicho vértice. Estrellemos g∞ y gf en cualquier punto diferente
al vértice peculiar v∗. Sea el punto de colisión p0. Después de la colisión, g∞ disminuirá su
velocidad hasta que gf salga de la arista de G∞. El flujo se repetirá de la misma manera. Este
flujo tiene la siguiente propiedad:

1. Unicidad de colisión. Existe un único choque ocurriendo este en el punto p0. Nótese
que el vértice peculiar v∗ no tiene colisiones.

Estamos en condiciones de aplicar el lema 3.3. Tenemos ya un choque y el lema dice que al menos
otro deberá ocurrir. Este no ocurrirá en G∞ por la propiedad de la segunda parte del flujo. A
su vez la propiedad 1 de la primera parte del flujo, indica que no hay colisiones en aristas. Por
lo que la colisión deberá ocurrir en un vértice interior cuyas etiquetas ofrecen un producto (a
favor de las manecillas) trivial. Las mismas propiedades del flujo implican que sólo podŕıa haber
colisiones en los máximos y mı́nimos. Las posibles situaciones son:

� Una colisión en un mı́nimo indica que el vértice donde se estrellan los autos tienen esquinas
denotadas con ai (o a−1

i ) para algún i. Esto es, hay una colisión en un mı́nimo, lo que implicaŕıa
una relación en < ai, H >.

� Por otra parte está el choque en un máximo i.e., el vértice de la catástrofe tiene esquinas
denotadas con bi (o b−1

i ) para algún I. Situación que implica una relación en < bi, H
′ > difer-

ente a la trivial.

� Alguna potencia de ai, ó bi respectivamente, es trivial para algún sub́ındice i. A simple
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vista, este punto es imposible ya que contradice inmediatamente la hipótesis de libre relativo; es
considerado aqúı por su naturaleza preliminar al enfoque del teorema final.

Mostremos ahora la contradicción.

Supongamos que ninguna potencia de a ni de b es trivial. Las palabras involucradas tienen
forma b0h1b1h2b

−1
0 · · ·, los coeficientes dependen de si la colisión ocurre en mı́nimo o máximo.

Asumamos que la catástrofe es en un mı́nimo (el otro caso es análogo). Entonces se trabaja con
una palabra de la forma a2h1h2 · · ·hia2a

−1
2 hl · · ·, donde se exhiben coeficientes ai y a−1

i en T
para algún i. Aqúı se asume que ocurre con el coeficiente a2 sólo para ilustrar la situación mas
esto no representa pérdida de generalidad alguna. Esto indica un par de esquinas adyacentes
etiquetadas ai y a−1

i para algún i. Esto representaŕıa 2-celdas adyacentes cuyas palabras sean
inversas una de la otra. Por su construcción, K no tiene esas celdas sobrantes. La única posibil-
idad seŕıa una relación no trivial en < ai, H >. Pero este producto libre no ofrece tal cosa. El
caso con el máximo catastrófico ofrece una situación idéntica con < bi, H

′ >.

Hasta ahora las primeras dos situaciones son contradictorias con las hipótesis. Resta lidiar con
la tercera.

Dado el choque en máximo o mı́nimo, asumamos que la potencia del bi o ai sea trivial. Ahora se
trabaja con una palabra de la forma h1h2 · · ·hj = 1 en T para algún j. Esto representa varias
celdas del tipo II o II ′ unidas a un mismo vértice (el del choque). Esto se traduciŕıa a tener
celdas sobrantes y la construcción barata de K evitó esto. Por lo que la única salida seŕıa tener
un trozo de palabra de la forma an

k = 1 (ó bnk = 1), pero esto a su vez también contradice el
hecho de que a sea libre relativo a H (y b a H ′ respectivamente). Hay sólo una colisión cuando
se sabe existen dos de ellas. He aqúı la contradicción y por lo tanto, el sistema tiene solución
sobre T.

Corolario 5.2. T está contenido canónicamente en T̃

Observación. Si una de las potencias de un ai ó bi fuese trivial, la colisión faltante podŕıa ocurrir
en el vértice correspondiente. Este es el motivo por el cual se pide que los grupos no tengan
torsión. El último teorema de este caṕıtulo explota este hecho.

5.3. Sobre la palabra w

A continuación se resaltan ciertas caracteŕısticas de la palabra y su clausura normal que serán
utilizadas en las consideraciones del problema central. En particular, dentro de la restricción al
exponente. Esta sección aclara el requerimiento ex(w) = 1.

Hab́ıa sido mencionado, que la clausura normal de w, << w >>, era el mı́nimo subgrupo gen-
erado por w, w−1y sus conjugados. Esto es, si w′ es conjugado de w, se tiene que sus clausuras
son iguales: << w′ >>=<< w >> y << w−1 >>=<< w >>. Esto indica que la permutación
ćıclica de w que se utilice no afecta al subgrupo << w >>. Veamos lo que ocurre con el expo-
nente de la palabra. Como fue mencionado en la sección 2.6, se trabaja con la restricción de que
la suma de los exponentes de los coeficientes entre los elementos del grupo ćıclico infinito < t >
sea 1. La siguiente discusión aclara el motivo.
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Figura 5.4: Diagrama conmutativo

Supongamos que se tiene ex(w) = p, p > 1, hay un epimorfismo G∗ < t >→ Zp donde
Zp =

{
1, τ, τ2, · · · , τp−1

}
el cual lleva:

t �→ τ
g �→ 1

Bajo este epimorfismo, η, la palabra w = g0t
e1g1t

e2 · · · gnt
engn+1 (donde e1 + e2 + · · · + en = p)

va a dar al 1 por lo siguiente:

w �→ τe1τe2 · · · τen = τp

Pero τp = 1 en el grupo ćıclico de orden p. Esto implica que << w >> �→ 1.

Si además hay un epimorfismo φ:G∗ < t >→ Zp bajo el cual todo vaya a la identidad, eso
induce otro homomorfismo sobreyectivo φ̃ que hace conmutativo el diagrama 5.4:

como Zp no es trivial, entonces G∗<t>
<<w>> tampoco lo será.

Cabe recalcar que los exponentes de los elementos τ han sido tomados como enteros positivos
por el el hecho << w >>=<< w−1 >>. A su vez, el caso p = 0 fue omitido; esto seŕıa Z0 un
grupo ćıclico infinito que no representa complicación alguna. Puede concluirse que ex(w) = ±1
y como << w >>=<< w−1 >> se asumirá que la suma de los coeficientes de la palabra es 1.
Este es el caso dif́ıcil con el que se trabaja.

5.4. Truco algebraico

En este punto es necesario conocer la estructura que tiene w. En esta sección se presenta el
desglose algebraico de [3] de ciertos subgrupos y subconjuntos de G∗ < t >. Esto en búsqueda de
los bloques de elementos del grupo que conforman w. Para esto se usa la suma de los exponentes
de las palabras visto como un homomorfismo ex y el subgrupo de G∗ < t > que es el núcleo de ex.

Sea G nuestro grupo y considere el homomorfismo ex:G∗ < t >→ Z. Utiĺıcese el subgrupo
de G∗ < t > dado por K = {w ∈ G∗ < t >: ex(w) = 0}. El kernel de este homomorfismo es
generado por elementos de la forma t−λgtλ con g ∈ G. A su vez, los elementos del kernel de
ex, k, tendrán una expresión de la forma k = gtλ1

1 · · · gtλr

r donde las r dependen del tamaño
de las palabras y los exponentes consecuentes difieren, es decir, λi �= λi+1 para todo i. Se hace
uso de los exponentes para realizar el desglose. Al trabajar con una palabra, ésta bien puede
desglosarse en una parte derecha cuya suma de exponentes sea 0 y el resto que tenga la suma
de exponentes original. De esta forma se involucraŕıa un elemento de K en la estructura de la
palabra. Una vez hecho esto, los elementos de las palabras pueden desglosarse en los siguientes
subgrupos y subconjuntos construidos bajo el siguiente criterio. Sea min(k) el valor mı́nimo de
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los exponentes λi, i = 1, · · · r y max(k) el valor máximo. F́ıjese un entero positivo m. Se tienen
los siguientes subgrupos de K:

H =< k ∈ K|min(k) ≥ 0,max(k) ≤ m− 2 >
H ′ =< k ∈ K|min(k) ≥ 1,max(k) ≤ m− 1 >
J =< k ∈ K|min(k) ≥ 0,max(k) ≤ m− 1 >

A su vez, considérense los siguientes subconjuntos:

X =< k ∈ K|min(k) = 0,max(k) ≤ m− 1 >
Y =< k ∈ K|min(k) ≥ 0,max(k) = m− 1 >
Z =< k ∈ K|min(k) ≥ 1,max(k) = m >

Esto facilita la notación y las w s pueden verse con mayor maleabilidad en la herramienta de las
siguientes secciones.

5.5. Estructura de la nueva relación w

Los siguientes lemas describen la estructura de los elementos de G∗ < t >, aśı como la
composición de dichas palabras con respecto a los subgrupos y subconjuntos descritos en la
sección anterior. Es ésta la última sección antes del teorema central.

Lema 5.3. Sea una palabra w ∈ G∗ < t > con la restricción ex(w) = 1. Entonces después de
ser conjugada, w puede escribirse como un producto

b0t
−1a0tb1t

−1a1t · · · brt−1artct

donde cada ai ∈ Y , bi ∈ X, i = 1, · · · , r y c ∈ J para cierto m.

Se relacionará la expresión con el desglose algebraico.

Demostración. Usando un elemento de K, k, podemos escribir la palabra w como kt. Si k fuese
1, entonces w = t y el resto de la expresión de arriba es trivial y se concluye. En otro caso, véase
k como el producto

∏N
1 gtλi

i y analicemos su composición con elementos de los subconjuntos
mostrados en la sección anterior. Es necesario trabajar sobre los exponentes de la expresión para
concordar con las desigualdades que definen a los conjuntos.

Esta expresión puede tener exponentes λi negativos. Si es éste el caso, basta conjugar con la
potencia λj de t adecuada para obtener que el valor mı́nimo de los λi’s sea 0. Usando la notación
de la sección anterior, esto es min(k) = 0. En particular, max(k, que denotaremos por m, es
mayor que 0.

Como los exponentes consecutivos difieren, λi �= λi+1, la m deberá ser mayor o igual al mı́nimo.
Es decir, m ≥ 1.

Desglosemos k =
∏N

1 gtλi

i mediante las apariciones de m (máximo) ó 0 (mı́nimo) en los ex-
ponentes de la expresión. Supongamos que la primera aparición es un máximo (el otro caso es
análogo). Entonces al juntar todos los elementos de la expresión hasta el primer mı́nimo (sin
incluirlo), podemos definir a un elemento de Z que forma parte de la parte izquierda de la expre-
sión desarrollada para k. Cuando se menciona desarrollada se refiere a que la situación es más
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clara en el producto desarrollado de k y no la expresión usada hasta ahora. Si el primer elemen-
to hubiese sido un mı́nimo, entonces el elemento que forma la parte izquierda de la expresión
desarrollada provendŕıa de X . En este punto lo que se hace es separar k en bloques donde los
exponentes involucrados son máximos m, pero ningún 0; o bien, que contengan varios mı́nimos
pero ningún máximo. El razonamiento puede repetirse para escribir ahora a k como un producto
de elementos alternados de X y Z.

Como el primer elemento es un máximo, definimos un elemento de Z y escribimos k = zxu
con z ∈ Z, x ∈ X y u es el resto de la expresión. Al conjugar w por z se obtiene k′t donde
k′ = xuzt−1

.

En este punto la conjugación podŕıa haber hecho que la expresión de k′ fuese más sencilla
que la de k. El máximo podŕıa haber disminúıdo 1, pero el mı́nimo permaneceŕıa invariante lo
que implica que la expresión de k′ como producto de elementos de X y Z comienza ahora con
un elemento de X . En este punto, podemos escribir k de la siguiente forma:

x0z0x1z1 · · ·xrzrc

con cada letra minúscula correspondiente al subconjunto denotado con su respectiva letra mayúscu-
la. Además c podrá ser 1 o un elemento de X , de cualquier manera, c forma parte del subgrupo
J . Tenemos que w = kt, resta hacer bi = xi y at

i = zi y hasta reordenamiento ćıclico, w puede
escribirse:

w = b0t
−1a0tb1t

−1a1t · · · brt−1artct

En este punto, la tesis toma un camino diferente de [3]. Las hipótesis del lema 4.3 de dicho
art́ıculo fueron debilitadas, esto para obtener el teorema final de este trabajo. Por completitud,
también se presenta el teorema central dado en el art́ıculo de Fenn y Rourke. Antes de entrar
de lleno a la modificación mencionada, se presenta el siguiente lema que será usado en la nueva
proposición correspondiente al lema 4.3 de [3].

Lema 5.4. Sean h1, · · · , hr ∈ H tales que hi �= 1 con r > 1 si i ≤ 2 ≤ r − 1. Sea u =
h1x1h2x2 · · ·xr−1hr donde xi ∈ t−m+1Gtm−1 − {1} para i = 1, · · · , r − 1. Entonces u �= 1.

Demostración. Pedir que los elementos xi no sean triviales implica que gi �= 1. Sustituyendo
dentro de la expresión para u los xi por t−m+1git

m−1 se obtiene

u = h1t
−m+1g1t

m−1h2t
−m+1g2t

m−1 · · · t−m+1gr−1t
m−1hr

pero esto es un elemento no trivial de G ∗ Z, ya que toda gi es no trivial para i = 1, · · · , r y
m− 1 �= 0.

Ahora estamos en posición de dar la variación del lema 4.3 del art́ıculo.

Proposición 5.5. Todo elemento a ∈ Y de orden infinito es libre relativo a H. A su vez, todo
elemento b ∈ X de orden infinito es libre relativo a H ′.

Demostración. Se demuestra para a ∈ Y . El caso de b ∈ X es análogo. Basta considerar palabras
de la forma ae1

1 h̃1a
e2
2 h̃2a

e3
3 h̃3 · · · aem

m h̃m ya que los conjugados tendrán la misma propiedad. Es
decir, toda palabra no trivial es conjugada de una de las siguientes formas:

1. ae1
1 h̃1 · · · aem

m h̃m
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2. ae con e �= 0

3. h̃ con h ∈ H − {1}
Pero las formas de longitud 1 son claramente diferentes al elemento trivial. Nótese que ya ha
sido usado el orden infinito de a.

Basta probar que u = ae1
1 h̃1a

e2
2 h̃2a

e3
3 h̃3 · · · aem

m h̃m �= 1 si ei �= 0, h̃i ∈ H −{1} (i = 1, · · · , s− 1) y
s ≥ 1. Para esto considérese a = h1x1h2x2 · · ·hr−1xr−1hr donde hj ∈ H − {1} si 2 ≤ j ≤ r − 1
y xi = t−m+1git

m−1.

Se quiere ver que xi �= 1 (i = 1, · · · , r − 1). La idea es sustituir en u toda la información.
Para esto, sea a′ = x1h2 · · ·xr−1 y escŕıbase a′ = pqp−1, donde p tiene longitud máxima. Es
decir, q no padece de cancelaciones.

Nótese que si hr = h−1
1 , entonces a es conjugado de a′ y por lo tanto de q, esto último de-

bido a que a′ es conjugado de q. Dado esto, q tiene orden infinito.

Entonces, un conjugado de u puede escribirse como

qε1
1 w1q

ε2
2 w2 · · · qεn−1

n−1 wn−1q
εn
n wn

donde n es la suma del valor absoluto de todos los εi involucrados; qi = p−1h̃ip con h̃i ∈ H y si
los signos de exponentes consecutivos εi, εi+1 difieren entonces h̃i �= 1.
Observación. Nótese que si wk = wk+1 = · · · = wl = 1 entonces las q’s difieren de 1 ya que
tienen orden infinito. Esto es, qεk

k wkq
εk+1
k+1 wk+1 · · · qεn

n wn = q±(l−k) �= 1. Por el lema anterior y
por ser un conjugado de q, se sigue que u �= 1.

Esto es, en este punto se tiene un objeto de la forma qw1qw2 · · · q−1wdq
−1wf · · · qwk−1qwk en

donde, dadas las propiedades de u, aunque varias w fuesen triviales, u nunca será trivial debido
a que q es de orden infinito (q n �= 1).

5.6. Problema de Kervaire para el caso ex = 1.

Ahora se desglosa el teorema 4.4 presentado en [3] usando la herramienta desarrollada. A su
vez, se da un enunciado más fuerte sugerido en el mismo art́ıculo.

Teorema 5.6. Sea G un grupo libre de torsión y sea w ∈ G∗ < t > tal que ex(w) = 1, entonces
la ecuación w = 1 tiene solución sobre G.

Demostración. La restricción ex(w) = 1 evita que G∗<t>
<<w>> tenga un cociente ćıclico no trivial. Us-

ando el lema 5.3 podemos trabajar con w escrito de la forma w = b0t
−1a0tb1t

−1a1t · · · brt−1artct
con los ai ∈ Y , bi ∈ X para un cierto i = 1, 2, · · · , r y c ∈ J .

Por otra parte, la estructura de la palabra depende de t y sus potencias. En particular, ca-
da elemento a, b y c dependerán de la aparición de t. Es decir, son palabras por ellos mismos.
Esta dependencia de la variable t puede utilizarse al expresar estos elementos como funciones de
t. Esto es: ai(t), bi(t) y c(t). Ahora bien, como habremos de trabajar con los coeficientes de la
palabra y a su vez con las t s se introduce una nueva variable s (independiente a t) para hacer
más claro el proceso. Esto es:
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T
~

=
s

<< w(s,t),  (h) ( sh) -1 s (h H) >>c

U

G G~

s

<< w( s )   >>

Figura 5.5: Diagrama conmutativo

w(s, t) = b0(t)s−1a0(t)sb1(t)s−1a1(t)s · · · br(t)s−1ar(t)sc(t)s

Recuérdese el teorema 5.1 y hágase T = G∗ < t >. Por otra parte G está contenido en T y
hay un isomofismo φ:H → H ′. En este punto, w ∈ G∗ < s > ∗ < t > y tiene sentido hacer
T̃ = G∗<s>∗<t>

<<w(s,t)=1,φ(h)s−1h−1s=1(h∈H)>> .

El lema 5.4 brinda las hipótesis del teorema 5.1, cuyo corolario indica que T está contenido
en T̃ =< G∗ < t >, s : w(s, t), φ(h)s−1h−1s, h ∈ H >

Observación. En este punto cabe aclarar que el grupo G∗<s>
<<w(s)>> , que denotaremos por G̃, es

isomorfo al grupo G∗<s>
<<w(s)>> ; aśı que bastará probar que el homomorfismo natural G → G̃ es

inyectivo. Para lograr esto es necesario definir un homomorfismo de G̃ a T̃ que haga conmutativo
el diagrama 5.5.

Definamos un homomorfismo ψ: G∗<s>
<<w(s)>> → T̃ =< T∗ < t >, s : w(s, t), φ(h)s−1h−1s, h ∈

H >. ψ manda a los elementos de G (en G̃) a G en T̃∀g ∈ G; por su parte, los sh ∈< s > para
cierto exponente h son llevados a < s > en T̃.

Hasta este punto ha sido definido un homomorfismo de G∗ < s >→ T∗ < t > ∗ < s > y
resta ver la situación con el cociente.

Para definir el homomorfismo en el cociente es necesario ver que en T̃, b0(s)s−1a0(s) · · · ar(s)c(s)s
es igual a 1. A su vez, para lograr esto es necesario ver que

ai(t) = ai(s)
bi(t) = bi(s)
c(t) = c(s)

ya que lo que se requiere afirmar afirmar es w(s, s) = w(s, t) en T̃. Comencemos por ver la
ubicación de los elementos ai(t), bi(t), c(t). Si el respectivo exponente de t es nulo, el elemento
(ya sea a, b o c) estará en G y en H . Si difiere de cero dicho exponente, entonces el elemento se
encontrá en t−1Ht, es decir, en H ′. Sabemos que en T̃ se cumple:

t−1ht = φ(h) = s−1hs

Recordemos que la estructura con la que se trabaja es b0t−1a0tb1t
−1a1t · · · brt−1artct. A con-

tinuación se demuestra que bi(t) = bi(s) con bi ∈ X . Dadas las desigualdades que definen a
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los conjuntos de donde provienen los elementos a y c, esta demostración también abarca es-
os casos. Como cualquier elemento del kernel de ex:G∗ < t >→ Z puede escribirse como
bi(t) = g

tλ
1

1 g
tλ
2

2 · · · gtλ
r

r donde el mı́nimo de los exponentes λi es 0 y el máximo no es mayor a m−1.

Es necesario ver que gtλ
i = gsλ

i , si 0 ≤ λ ≤ m − 1. Para λ = 0 es inmediato, ya que se tiene
gi = gi. Para un λ positivo, se aplica un argumento de inducción sobre el exponente λ que sólo
abarque la desigualdad se tiene. Para esto, véase a gtλ

descompuesto de la forma

gtλ

= t−1t−1 · · · gtt · · · t
donde las t y t−1 aparecen λ veces, se tiene que al asociar

gtλ

= t−1(t−1 · · · gtt · · · t)t
Las t’s de afuera se transfieren de inmediato, por lo que se tiene s−1(gtλ−1

)s. Pero (gtλ−1
) ∈ H

y se sabe que t−1ht = s−1hs, entonces por hipótesis de inducción gtλ

= gsλ

en T̃.

Se ha logrado definir un homomorfismo λ: G∗<s>
<<b0(s)s−1a0(s)sb1(s)s−1a1(s)s···br(s)s−1ar(s)sc(s)s>>→T̃

que induce la conmutatividad deseada para el diagrama 5.5 y el homomorfismo G→ G∗<s>
<<w>> es

inyectivo.

En el articulo [3] se sugiere un argumento más fuerte que el teorema anterior. De hecho, se
han debilitado ya las hipótesis de los lemas involucrados en la demostración de dicho teorema,
todo esto en v́ısperas de probar el enunciado más fuerte que se encuentra al final de este caṕıtulo.
Como antesala a dicho teorema, a continuación se plantea la situación del teorema 5.1 si algún
elemento (coeficiente) de la ecuación tuviese orden finito. En particular, si el coeficiente fuese un
elemento de un grupo con torsión.

Si el mapeo no es inyectivo, hay un elemento además del trivial en el kernel y estamos en
condiciones del lema 4.1 y tenemos una división de la 2-esfera en celdas con las caracteŕısticas
alĺı mencionadas.

Por el lema 5.3, sabemos que la estructura de la palabra es b0t−1a0tb1t
−1a1t · · · brt−1artct una

vez que ha sido conjugada. Considerando el desglose algebraico hecho en la sección 5.4, por el
lema 5.4 todo elemento de Y ó de X de orden infinito será libre relativo a H y H ′ respectiva-
mente. Intentemos explotar el teorema 5.1 con esta herramienta.

Las celdas de tipo II y II ′ mencionadas anteriormente corresponden a la parte del sistema
de ecuaciones 5.1 que no estamos considerando en este punto. De hecho, el movimiento de los
autos dentro de esas celdas no forma parte fundamental del flujo en K y es hasta cierto punto
indispensable. Definamos el flujo para las celdas de tipo I y I ′ del mismo modo como en la
demostración del teorema. En este punto es conveniente ver la tabla correspondiente ignorando
el movimiento para celdas II y II ′ que no es tan interesante.

Tenemos ya un choque, y es necesario que otro ocurra. Una vez más llegamos al punto en
que hay las mismas 3 posibilidades:
� La colisión podŕıa ser en un mı́nimo indica, es decir, el vértice donde se estrellan los autos
tienen esquinas denotadas con ai (o a−1

i ) para algún i.

� Por otra parte, el choque podŕıa ser en un máximo i.e., el vértice de la catástrofe tiene
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esquinas denotadas con bi (o b−1
i ) para algún i.

� No se ha pedido que ningún ai, ó bi sean libres relativos a H o H ′. Recordemos que es-
tamos trabajando con palabras de la forma a0h1a1h2 · · · y b0h

′
1b1h

′
2b

−1
0 · · ·. La construcción de

K fue lo más austera posible, esto es, ya no podemos quitar ninguna celda sin alterar la nat-
uraleza de K. Si la colisión ocurriése en un mı́nimo o máximo, esto implicaŕıa que podemos
remover al menos una 2-celda y sabemos que eso no ocurre. Por lo tanto la única opción seŕıa
tener un pedazó de palabra de la forma aia

n
i a

−1
i · · · (situación análoga para bi) cuya reducción

a 1 sólo podŕıa llevarse a cabo si an = 1 aunque a �= 1. Vemos que no podemos asumir que a sea
libre relativo a H (ni b a H ′), ya que la trivialidad de la potencia de ese elemento implicaŕıa una
relación diferente a la trivial en dicho producto libre.

Lo anterior muestra que la demostración por contradicción del teorema 5.1 no es viable si uno
de los coeficientes es un elemento de un grupo con torsión; es decir, dicho elemento tiene orden
finito. Cuando los coeficientes pertenecen a un grupo libre de torsión, entonces nos ubicamos
en un caso particular de la proposición 5.5. Utilizando como argumento el orden infinito de los
elementos puede aseverarse el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Sea G∗ < t > el producto libre de un grupo G con un grupo ćıclico infinito de
generador t y w ∈ G∗ < t >. Sea ex(w) = 1. Si todos los coeficientes de w entre t y t−1 tienen
orden infinito, entonces el homomorfismo G→ G∗<t>

<<w>> es uno a uno.

La demostración de este teorema es análoga a la demostración del teorema 5.6.


