Capitulo 4

Ecuacion sin solucion

Este capitulo es la antesala al problema central. Se desarrolla la consecuencia principal de
que una ecuacién no sea soluble, situacién que requiere un lema expuesto en [5]. En busqueda
de un acercamiento directo al objetivo, el lema se expone traducido a las hipdtesis del siguiente
capitulo. La discusiéon dada muestra la equivalencia de las dos versiones.

A su vez se retoman las ideas de la seccién 2.7 y se les relaciona con el lema.

4.1. Un elemento de < Gx <t >: R > vestido de grafica

Invocando algunos conceptos del segundo capitulo, una palabra w, w € G* <t > forma una
de las relaciones en la presentacién de dicho grupo < G’ : R >. Esto equivale a decir que w es
un producto de conjugados de las palabras en las relaciones R o sus inversos. La idea introduci-
da en la seccion 2.7, ilustra geométricamente estos hechos. Una palabra que es igual a 1 en la
presentacién de G* < t >,< X : R > es vista como una grafica conexa en R? cuyas esquinas
estan nombradas con elementos de G y las aristas se orientan con ¢t y t~!. La lectura de la grafica
es una relacién en la presentacién. La figura 4.1 ilustra un ejemplo de esto, donde a, b, c son
elementos de G.

Al etiquetar las esquinas de la 2-celda con elementos a,b y ¢ de G y recorrer la frontera en
contra del reloj, se obtiene la palabra @ = tat™'btc hasta reordenamiento ciclico.

Figura 4.1: etiquetas en esquinas y orientacion de aristas
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Después seran retomadas estas nociones. Veamos ahora lo ocurrido al tratar con una ecuacién
no soluble.

4.2. Implicacién de la insolubilidad sobre GG

Si la ecuacién w(x)=1 no tiene solucién sobre G, entonces el grupo G y la clausura normal

<< w >> tienen un elemento en comun diferente al trivial. Es esto lo expresado en [3]. Esa afir-

macién dice que Jg € G—{1} el cual es producto de conjugados de elementos w o w~! en <G<*1<Ut>>>

En términos del homomorfismo natural, se tiene:

Consideremos el homomorfismo ¢:G — % Supongamos que hay un g € G en el ker-
nel de ¢ diferente al trivial. Entonces ¢ manda al elemento trivial y a g a la misma clase de
equivalencia en SX<t>_ T3 ecuacién w(z) = 1 no tiene solucién sobre G ya que éste no estd con-

<<w>>
tenido en el cociente. El homomorsimo no es inyectivo.

Podemos establecer el siguiente lema para la division en celdas. En él, T = Gx < t > y
H_ T
T= <<W>>-

Lema 4.1. Si hay un ¢ en el kernel del homomorfismo de grupos ¢: T — T diferente al trivial,
entonces existe una division en celdas de la 2-esfera K tal que

1. las 1-celdas estdn orientadas.
2. las esquinas estdn etiquetadas con coeficientes de elementos w o w™' para w € W

3. el producto en direccion del reloj de las etiquetas de un vértice es 1 en T, excepto por un
vértice donde no es trivial.

4. las etiquetas de las esquinas de cualquier 2-celda son los coeficientes de elementos de W
(hasta rotacion ciclica) con la propiedad de que al pasar de una esquina a otra adyacente,
el elemento t ot~ se inserta de acuerdo a la orientabilidad de la arista. De acuerdo a este
esquema, la palabra w 6 w™', con w € W, se leerd al sequir la frontera de las 2-celdas.

5. K tiene el menor nimero de celdas posible. Esto es, dos celdas de cualquier nimero de
vértices cuyas palabras sean inversos (hasta permutacion ciclica) no tendran una arista
adyacente en cuyos elementos final e inicial coincidan de tal forma que permita llevar a
cabo la respectiva cancelacion algebraica. Las celdas de 2 vértices no compartirdn vértices
sin que haya mds 2-celdas con un mayor numero de vértices compartiendo dicho vértice.

6. hay una dltima cara en la construccion, que contiene a todo el resto de la division. A su
vez, en la frontera de la ultima cara estd el vértice con elemento de T que hace no trivial
al producto a favor de las manecillas alrededor de un vértice.

La demostracién se basa en construir una grafica (dual a K), que herede lo ofrecido a la
divisién deseada K. Se hace uso de una fibracion normal con fibra el intervalo I. En el capitulo
2 se dijo que un objeto de esta naturaleza, puede verse como asas adheridas al espacio base.
Estas asas se relacionan con la variedad con la que se trabaja como las celdas a un complejo CW.
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Figura 4.2: Disco agujereado P dentro de D?

La fibracién con el intervalo funge como herramienta en la construccién de las 0-asas y 1-asas
involucradas en la grafica dual a la descomposicion deseada. La figura 4.4 aclara esto.

Demostracion. Témese un complejo de 2 dimensiones M cuyo grupo fundamental sea nuestro
G. Adhierase una 1-celda orientada 7 (relacionada a ¢, ya que de hecho la orientacién de v deter-
mina la orientacién de las aristas de K) al punto base. En este punto, se tiene m (M U~y) = T,
i.e. Gx <t >. Anada las 2-celda deseadas mediante los mapeos adherentes indicados por cada
w € W. Esto es, adhiérase las 2-celdas mediante las palabras w € W. Denotémoslas ¢,,. Ahora
se tiene un complejo CW, L = M U~ U by, con 71 (L) = T. Por hipétesis, tenemos un elemen-
to diferente al trivial en el kernel del homomorfismo ¢, lo que induce a que el homomorfismo
Or i1 (M) — 71 (L) no sea inyectivo. Esto indica que tenemos un lazo no cero-homotépico en
L, representado por la restriccién del mapeo f:(D?, S') — (L, M) a St

En este punto se trabaja en un D? asociado a f. Higase f transversal a un punto en el in-
terior de las 2-celdas §,,. Por la propiedad esencial del mapeo transversal, las imagenes inversas
de las vecindades de dichos puntos seran discos disjuntos D; (i = 1,---,m) en el interior de D?.
Cabe recalcar que es necesario tomar en cuenta el tamano de las vecindades para aseverar que
los discos son disjuntos. Atdn intuitivamente, si las vecindades fuesen muy grandes, algin disco
se intersectaria con otro. Bien puede asumirse que las imagenes de los discos es toda una &,,.
En caso contrario, sélo expdndase la imagen hasta cubrir la §,, correspondiente. Remuévanse
todos los D; de D? para formar un nuevo disco agujereado y dendtese este dltimo P. Es decir,
P=D?- (D;UDyU---UD,,) La figura 4.2 ilustra lo anterior.

Haciendo f transversal a P (ver definicién 2.8), el mapeo manda P a M U~.

Témese el centro p de v y hagamos f|P transversal a p como lo sugiere el articulo [3]. Se sigue
que la imagen inversa del punto p es una l-variedad Z contenida en P. Esto por la propiedad
del mapeo transversal. Expandase la 1-variedad a lo largo de v para tomar una vecindad N de
Z, que es una fibracién en la direccién normal de la superficie con fibra el intervalo I, donde el
mapeo f lleva cada fibra a v y la clausura de P — N la manda a M. El espacio complementario
P — N ahora se divide en regiones conexas que son llevadas a L via f. Al cruzar N se pasa de
M a L.

En este punto, estamos listos para construir la grafica dual a K mencionada, cuyos vértices
son las imdgenes inversas de las 2-celdas (bajo f), mientras que las aristas son proporcionadas
por la imagen inversa de p.
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Figura 4.3: Conexidad de la gréfica dual a K

Comencemos por simplificar el conjunto de discos D; al igual que a N, esto es D1UDsU- - -UD;UN,
bajo el siguiente esquema. Si N tuviese una componente hueca < en el interior de P, entonces
témese el disco dentro de D?, denotado D', que es frontera de <: a su vez, considere otro disco
metido en D2, D" dado por el hueco y el disco que lo delimita (D’ U<)). Para reducir este disco,
redefinimos f en D’ tal que mande este disco al punto base de M y que actue sin cambios en el
complemento de D”. Esto lo permite la transversalidad de f. Bajo este procedimiento, eliminese
todos los huecos que tenga el conjunto de D; y N en D2,

Al llevar a cabo la reduccidén, los puntos de M al que fueron enviados los huecos fueron en-
gordando con respecto al nimero de hoyos eliminados. Es decir, el conjunto de discos D; es
ahora una serie de 0-asas (d;) conectadas por las componentes de la fibraciéon N (n;).

La conexidad de la grafica dual es necesaria para la K deseada, y hasta este punto, no se
sabe si la reducciéon tuvo como consecuencia elementos desconectados del resto. Para aseverar
conexidad se realiza lo siguiente: suponiendo que en la gréifica dual exista una componente C
desconectada del resto, encierre a C' con un lazo o como en la figura 4.3.

La curva « es un elemento de 1 (M). Si a su vez es trivial en 71 (L), entonces redefinimos f
para que mande a la componente en el interior del lazo a M. Ahora bien, si « no es trivial en
m1(L), entonces se traza « de tal manera que encierre al resto de los discos D; y a N exceptuando
C. Esta componente en el interior del lazo se reduce a un punto en el 1-esqueleto de L via el
mapeo f.

Adelantando el trazo de K, puede decirse que en la grafica dual a K, la reduccién de los D;,
los d;s, seran etiquetados con elementos de G de acuerdo a la cara de L correspondiente. Nétese
que al trazar la gréfica dual, la K deseada, s6lo habra un d; por cada cara, la cual heredars el
elemento de G correspondiente a su respectiva porcién de d;. Esto es, la esquina opuesta al d;.
Al moverse en contra del reloj a lo largo de la frontera de una 2-celda, las etiquetas conforman
una w o w~ ! hasta permutacién ciclica; al moverse alrededor de una 0-celda a favor del reloj, se
obtiene el elemento trivial excepto por una 0-celda asociada a la transformacién de D? a S? que
se aclara adelante. Al pegar las 2-celdas mediante palabras w € W o sus inversos, las 1-celdas
respectivas obtienen la orientacién en base a la orientacién de vy, dada por elementos t o t~! en
la palabra w € W, esto es, dada por <t >.
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Figura 4.5: Celdas de sobra

Se recuerda que el parrafo anterior fue un adelanto hacia el resultado deseado. En este mo-
mento, se continua trabajando en el molde de la gréafica dual a K dentro de D?.
Hasta ahora tenemos una situaciéon como la figura 4.4.

Trabajemos ahora con el tamano de la grafica dual, recordando que se prometié que K seria
lo méas austera posible.

Los d;’s seran etiquetados con palabras w y w~! de acuerdo a la 2-celda que solian ser en
L. En la figura 4.4, con mana se planteo la posible situacién en que dos d; etiquetados con w
y w™! se encuentren conectados por una arista dual, en las que coinciden con el elemento final
e inicial de las palabras. He aqui una construcciéon que permite llevar a cabo una cancelacién
algebraica. En la prueba del teorema 4.1 de [3], esto es a lo que los autores se refieren con una
situacion donde se concatenen coeficientes a;a; ! La figura 4.5 da una imégen geométrica de una
situacion de este tipo.

El siguiente ejemplo aclara esta situacién. La palabra w = tgit 'gstgs v su inverso w™! =
g3 Lyt gy 1tgl_ 14=1 pueden reducirse algebraicamente del modo més natural, ya que el primer
elemento de w y el tltimo elemento de w™! se encuentran concatenados, situaciéon que permite
llevar a cabo dicha reduccién. En la grafica K buscada, esta situacién representaria que hubiese
un par de 2-celdas, cuyas palabras fuesen inversas, con los respectivos elementos inversos final e
inicial coincidiendo. En este caso K no seria econdmica, ya que estas dos 2-celdas bien podrian
cancelarse mutuamente. Se ha prometido que K sea de tamano minimo, por lo que habra que
deshacerse de estas situaciones en la gréafica dual.

Explotando las propiedades de hacer f transversal a vecindades de estos vértices, el proceso
es el siguiente. Sean dy y da los vértices duales involucrados. Sea ()1 una vecindad pequena de
dy y Q2 la correspondiente a dy. Redefinamos f|Q1 y f|Q2 para simplificar la situacién y unir
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Figura 4.6: Sin celdas sobrantes
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Figura 4.7: Sin celdas sobrantes

las aristas duales como se muestra en la figura 4.6.
Esto es, uniéndo los n; correspondientes y asi evitar la situacién de la figura 4.6. Todo es-
to sin alterar f fuera de las vecindades. Repitase el proceso para cualquier otra situacién anédloga.

La misma demostracién del teorema 4.1 en [3] sugiere otro gasto innecesario; K tiene elementos
concatenados t_lhltt_lhl_lt- -+, i.e., las figuras que ellos llaman I1 y II’. Varias de estas figuras
coinciden en un vértice comin cuyo producto sea 1. Esto es ya en K, nosotros estamos traba-
jando en la grafica dual.

Como seguramente ya fue percibido, la misma figura ilustra este caso en el que existen mas
elementos de los necesarios. Es decir, una situacion como la de la figura 4.7.

La traduccién topolégica de la expresién algebraica - --tt~1 - - es la siguiente: hay 2 aristas
duales concatenadas una después de la otra, i.e. £~ puede ser reducido a un punto en M Uy
(cero-homotopico). Sea @' una vecindad de este objeto y redefinase f como en el esquema anteri-
or. f|@Q" manda estos objetos al 1-esqueleto de MU~ y permanece intacto fuera de las vecindades.

Si estos procesos desconectan la grafica dual, se repite el proceso de conexién descrito unos
pérrafos arriba.
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Para terminar, resta transformar D? en una 2-esfera y trazar allf la gréafica dual a la construccién,
de donde obtenemos la divisién en celdas deseada K.

Al igual que en la demostracién del lema 3.3 de [3], adhiérase una 2-celda afuera de la frontera de
D? cuyo centro sea el punto al infinito. Recordemos que 52 es vista como la compactificacién de
R? con el punto al infinito {oo}, por lo que el 2-disco es ahora una 2-esfera. Sin embargo ahora
se pedird que esa cara tenga un vértice al que le asociaremos el producto no trivial. Otorguemos
a {oo} con el producto no trivial (a favor de las manecillas del reloj).

Para concluir, constriuyase la grafica dual de la siguiente forma: témese un punto interior a
cada cara. Una los puntos mediante un arco perpendicular a las componentes de N. La grafica
dual K, tendréd por vértices los puntos interiores de cada cara y las aristas las curvas trazadas
perpendicularmente a los n;’s conectando los puntos interiores de las caras.

Las caracteristicas de la divisién ofrecidas en el lema son consecuencia de la construccién desar-
rollada. O

> La orientabilidad de las 1-celdas esta determinada por la orientacion de .
> Las 2-celdas son anadidas por las palabras w € W y sus inversos.

> Los d;’s tienen como etiquetas en su frontera a los elementos w o w™! que al pasar a la
grafica dual nombran las esquinas correspondientes.

> Las aristas que emanan de elementos de N en la construccién de la gréafica dual a K son
etiquetadas con elementos de < ¢t > segtn su orientacién al cruzar los n;s respectivos.

> Al moverse a favor del reloj alrededor de un vértice se obtiene el elemento trivial de G,
excepto por el vértice de la 2-celda utilizada para convertir D? en S2.

> Al moverse en contra del reloj a lo largo del 1-esqueleto de una 2-celda se obtiene una rotacién
ciclica de algin w; o w; ~ segun sea el caso.

J
> Al redefinir f en el esquema dual, se evita que en K existan 2-celdas adyacentes etiquetadas

con palabras inversas una de la otra donde se pudiese llevar a cabo las debidas cancelaciones
algebraicas. Esto construye una K lo més econdmica posible.

La figura 4.8 ejemplifica lo dicho por el lema.

Ejemplo 4.1. Suponiendo que el homomorfismo mencionado anteriormente no es inyectivo (por
culpa del ¢ no trivial en el kernel de ¢), la situacién es la siguiente. Considere la divisién de la
2-esfera en celdas de la figura 4.8.

Todas las aristas se encuentran etiquetadas, ya sea con ¢t 6 t~! si fueron recorridas a favor o en
contra de la orientacién dada respectivamente. Las esquinas alrededor de un vértice se nombran
en sentido de las manecillas del reloj y en contra en las esquinas de las caras. En el esquema
anterior debe ocurrir que el producto de los elementos alrededor de los vértices sea 1, excepto
por uno de ellos al que se le permite no ser trivial. Este vértice serd el ¢ no trivial en el kernel
del homomorfismo. Esto es:

9192939495 = 1, g798920923920925919 = 1,
99910922 = 1, 911912928921 = 1,
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Figura 4.8: Ejemplo de una situacién del lema
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913914917927 = 1,96916915 = 1, 918926 = 1

y sea g24930 €l vértice donde el producto difiere de 1.

Este vértice corresponde a la cara asociada con el punto al infinito.

Al recorrer las celdas la division se obtiene una palabra que es permutacion ciclica de un elemento
de W o bien, su inverso; es decir, elementos de el subgrupo generado por los conjugados de la
palabra w (la clausura normal de w). El préximo capitulo exhibe explicitamente a los elementos
de este conjunto.

A la estructura ofrecida por el lema se le asociard un flujo de autos y serdn aplicados al
problema de Kervaire para grupos libres de torsién en el préximo capitulo.



