
Caṕıtulo 3

Propiedad de la 2-esfera

En este caṕıtulo se desarrolla la técnica principal utilizada en la demostración de la conjetura
de Kervaire para grupos libres de torsión: colisiones de autos. La situación es la siguiente.

Tómese una división en celdas de la 2-esfera K diferente a la trivial (i.e. un punto). Veremos a
las 1-celdas/aristas como caminos por donde habrán de transitar autos de acuerdo al siguiente
esquema. Un auto se asigna a cada 2-celda y se coloca en su respectiva frontera (1-celdas); los
autos se mueven a lo largo de la frontera de dicha cara en el sentido heredado por la orientación
de S2. Los autos pasan por los puntos de su trayectoria (aristas y vértices) una infinidad de
veces, con la capacidad de modificar la velocidad. En un principio se prohibe detenerse y de-
spués se extenderá la propiedad a un movimiento con paradas. En ambos casos los autos no
podrán viajar en reversa. Diremos que los autos se estrellan, si dado su movimiento, m autos se
intersectan en un punto de orden m. El orden de un punto es el número de autos que pasan por
él. Vemos que cualquier punto interno de una arista tiene orden 2 y el orden de un vértice será el
número de aristas adyacentes a él. Entonces hay al menos 2 choques en lugares diferentes de la
descomposición.

Los siguientes esquemas clarifican un poco esto y después se da una demostración.

Considérese la división en celdas de S2 de las figuras: 3.1 y 3.2

Tenemos 4 autos correspondientes a las cuatro 2-celdas de la decomposición, denotándolos
con el sub́ındice de su respectiva 2-celda. Dividamos en 2 casos el problema. Uno en el que no
existan colisiones en las aristas, y el otro que carezca de choques en los vértices. Comencemos
por evitar choques en las aristas. Aunque el movimiento de los autos es continuo, para este caso
lo desglosaremos en un esquema discreto. De la figura anterior, tómese la numeración de aristas.
Recordemos que la intención es evitar colisiones, es decir, que el tiempo tienda al infinito sin
choques. Asumamos que los autos están fuera de los vértices y lo más alejado posible uno del
otro. Esto para brindar mayor libertad al movimiento y aśı permanecer sin choques el mayor
tiempo posible. La siguiente tabla muestra la ubicación de los autos con respecto al tiempo,
donde t0 representa el momento inicial a partir del cual comenzamos a observar.

Ya que en ninguna columna se repiten números, el movimiento carece de colisiones en las aristas.
Sin embargo, t7 y t14 muestran colisiones inevitables en los vértices. Después de cada colisión,
nos encontramos en una situación análoga al momento t0, por lo que basta dejar correr a t y
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Figura 3.1: esquema para colisión en vértice

Figura 3.2: esquema para colisión en arista

Auto t0 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7 t8 t9 t10 t11 t12 t13 t14 t15 · · ·
c1 4 4 4 2 1 4 2 2 1 4 2 1 1 4 4 2 · · ·
c2 2 5 5 5 5 5 5 3 3 3 3 2 5 5 3 3 · · ·
c3 6 6 6 6 6 6 6 5 5 5 4 4 4 6 5 5 · · ·
c4 1 1 3 3 3 3 3 6 6 1 1 3 3 3 6 6 · · ·

Cuadro 3.1: sin colisiones en aristas - esquema discreto
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bajo el mismo esquema se obtendrán más choques en vértices.

Ahora intentemos evitar colisiones en los vértices.

Considérese ahora la figura anterior con respecto a los vértices A, B, C y D. Las aristas se
etiquetan respecto a los vértices AC, AB, AD, BC, BD, CD dependiendo del sentido en el que
viaje el coche. Partamos de la posición inicial del esquema anterior. Traduciendo a la nueva
notación ,tenemos c1 ∈ CB, c2 ∈ DA, c3 ∈ CD, c4 ∈ CA y continuemos el movimiento evitando
colisiones futuras en los vértices.

c1 ∈ CB, c2 ∈ DA, c3 ∈ CD, c4 ∈ CA
c1 ∈ CB, c2 ∈ AB, c3 ∈ CD, c4 ∈ AD
c1 ∈ BA, c2 ∈ BD, c3 ∈ CD, c4 ∈ AD
c1 ∈ AC, c2 ∈ DA, c3 ∈ DB, c4 ∈ AD

En la situación mostrada, c3 puede viajar libremente por sus aristas sin choque alguno. Son los
otros 3 autos que tienden hacia un mismo vértice de orden 3, por lo que si se evita un choque en
tal vértice al intersectar cualesquiera 2 en él o modificar sus velocidades, un choque en la arista
correspondiente será inevitable. Repitiendo el procedimiento se observa a otro tŕıo de autos ten-
der a un vértice común para todos ellos.

Ahora que se tiene una idea intuitiva de lo que ocurre, puede expresarse lo anterior con mayor
rigor. En este punto el art́ıculo [3] formaliza las ideas dadas por Klyachko. En esta tesis se con-
tinuará con el rigor de las ideas.

S2 será visto como la compactificación de R
2 con el punto al infinito; de este modo las com-

ponentes de la descomposición en celdas donde actúan los autos podrán apreciarse como una
gráfica, compuesta de vértices (0-celdas) y aristas (1-celdas), propiamente incluida en la 2-esfera.
El movimiento de cada auto está dado por una función continua, f : R → S1 con las siguientes
caracteŕısticas.

1. La función será propia, monótona o estrictamente monótona, si su levantamiento f̃ : R → R

es propio, monótono o estrictamente monótono.

2. La función actuará en contra de las manecillas del reloj si su levantamiento incrementa; y
a favor de las manecillas del reloj, si el levantamiento decrece.

Se ha podido hablar de levantamientos directamente gracias a la definición 2.5 y al ejemplo 2.9.
La función será propia ya que el movimiento de un auto, por baja que sea su velocidad, no per-
manece una infinidad de tiempo en el mismo lugar. Se dice estrictamente monótona para denotar
el movimiento sin paradas. A su vez, una función monótona se asocia a un movimiento en el que el
auto pueda detenerse. Para nosotros la dirección de las funciones será en contra de las manecillas.

Dado que asumimos que las 2-celdas heredaban la orientación de S2, el mapeo adherente φc: S1 →
∂c (donde la c representa la 2-celda correspondiente) de cada 2-celda será opuesto a las manecillas.

Un flujo en la gráfica K es el conjunto de funciones propias, monótonas y en sentido contrario a
las manecillas

{
fc: R → S1

}
, cada función correspondiente a una 2-celda. Es claro que podemos

definir una gran cantidad de flujos (de hecho infinita) al modificar las pendientes de las funciones
involucradas.
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Una vez aclarado todo esto, trabajemos en la propiedad de la 2-esfera utilizada por Klyachko.

En los esquemas anteriores, hemos utilizado flujos en los que los autos están fuera de los vértices
de la gráfica K en un instante dado y que además durante un periodo de tiempo no ocurrieran
colisiones (esto en nuestro intento de evitar choques). El siguiente lema brinda la idea central
del planteamiento para cualquier flujo.

Lema 3.1. Sea t un intervalo de tiempo t0 < t < t1 en el que un flujo fc transcurre sin choques
dentro de una región R de S2. En R hay autos en ciertos vértices de la descomposición por
un instante s dentro del intervalo. Entonces hay otro flujo f ′

c (cuyo moviminto difiere en un
pequeño ε > 0 al movimiento de fc) que transcurre sin choques dentro de R durante el intervalo
t y en el que además no hay dos autos en un vértice en el mismo instante s′. El flujo f ′ no sufre
modificación alguna ni fuera de la región mencionada, ni del intervalo establecido.

Demostración. Tal como en el esquema anterior, al modificar las velocidades de los autos se
evita que dos autos se encuentren en ciertos vértices en un mismo instante. Veamos la carencia
de choques. Dentro de la región R tómese un abierto A que contenga un vértice de orden m,
tal que A ∩ R sea una vecindad de dicho vértice. Denotémosla N . En N habrá máximo m − 1
autos, situación que permite evitar la intersección en v de cualesquiera 2 autos al cambiar su
movimiento. Tómese un auto c1 cuya arista después de v no tenga un auto. Esto se puede por
el orden de v. c1 acelera hasta salir de N , sin choque ni intersección alguna, dejando otra arista
libre para el movimiento del auto correspondiente. Este algoritmo otorga libertad al movimiento.
Repitiendo para todos los autos ci, i ∈ [2, · · · , m− 1] restantes se evitan choques o intersecciones
en N . Una vez fuera de N , resta que todo ci regrese a su velocidad original para que f ′ no
padezca cambio alguno ni afuera de t, ni afuera de R.

Estamos ahora en posición de probar la propiedad de la 2-esfera.

Proposición 3.2. Sea K una descomposición en celdas de S2 diferente a la trivial y un flujo f
estrictamente monótono definido en K. Entonces hay al menos 2 colisiones en lugares distintos.

Demostración. Trabájese con una subgráfica orientada T de la gráfica dual a K constrúıda bajo
el siguiente criterio:

Tomando un punto en el interior de cada 2-celda, constrúyase T como cualquier otra gráfica
dual pero considerando sólo las aristas en cuyo interior se encuentra un auto en el momento s.
La orientación de T es de la región con auto a la región sin auto. Es decir, si un coche está en una
arista e de K, siendo R1 (R2 respectivamente) la región a la izquierda (derecha respectivamente)
de e, rntonces tómese, como arista de T, un segmento o arco que vaya del vértice dual de R1,
al de R2; esta arista se orienta de R1 hacia R2. Bajo estas consideraciones, T es finita (ya que
K lo es) y si no hay choque en ella, de cada uno de sus vértices duales sale una arista. Estas
caracteŕısticas aseguran que T contendrá un ciclo. El tamaño del ciclo es indicado por el número
de aristas (completas e incompletas) de K contenidas en su interior.

En este punto cabe aclarar una caracteŕıstica del movimiento de los autos. Los coches via-
jarán hasta las últimas consecuencias, es decir, el movimiento de los mismos continuará aunque
para un espectador la colisión sea evidente. Esto para que el tamaño de los ciclos con los que se
trabaja sea coherente.

Si no se presenta colisión, el movimiento continuará hasta que un auto pase por un vértice.
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En ese momento constrúyase T1 bajo el mismo criterio.

Al pasar por un vértice hay 2 opciones. El auto correspondiente forma parte del ciclo o no.
Si al cambiar de arista, el auto no se encuentra en alguna arista del ciclo de T1 continúese con
el esquema. De otra forma, la arista que ocupa el auto en la nueva subgráfica pertenece al ciclo
de T1. Por esto, el ciclo de T1 es menor al ćıclo de T.

Nótese que un ciclo de tamaño 2 es necesario para aseverar la existencia de choque. Si el ci-
clo de T1 es mayor que 2, entonces no hay colisión y se construye otra subgráfica T2 bajo el
mismo criterio, cuyo ciclo tiene un menor tamaño. La historia se repite.

Si no hay un choque, la historia se repite para una subgráfica Ti construyendo Ti+1 de ćıclo
menor. Eventualmente se obtiene una Tj con un ciclo de tamaño menor o igual a 2. Es decir,
hay 2 autos viajando sobre una misma arista (tamaño 1), ó 2 autos tienden a un mismo vértice
de orden 2 ó dos coches estrellándose en un vértice.

Por otra parte, el ciclo representa una curva cerrada que divide al plano en 2 regiones con
interiores disjuntos, por lo que tenemos 2 situaciones análogas; como una tiene una colisión, la
otra también.

Es en si la generalización de esta propiedad la que se emplea en la demostración del teorema
principal.

Las hipótesis impiden que los autos tengan velocidad nula (funciones estrictamente monótonas),
la intención ahora es trabajar con autos que se detengan (funciones monótonas). Observemos la
situación en que los autos puedan detenerse en los vértices. Recordando la tabla 3.1 del esquema
discreto en el que se trataba de evitar colisiones en las aristas y se forzaba una en el vértice (el
otro esquema es análogo), el argumento crucial para aseverar que los autos se estrellan en los
instantes dados, fue que ninguno de los autos pod́ıa detenerse. Si uno de ellos se hubiese detenido
en el vértice, hubiese ocurrido una intersección de 2 autos en un punto de orden 3 en un par de
ocasiones y no existiŕıa la colisión.

Al detenerse los autos en el vértice, si despreciamos el auto de en medio, entonces por pequeño
que sea el tiempo que se detengan en el mismo vértice, hay un instante en que los otros autos se
intersectan en el vértice. Para evitar este problema, se requerirá:

1. Si un carro se detiene en un vértice, entonces se detendrá cada ocasión que visite el vértice.

2. Si en un vértice se detienen q autos, entonces los autos ci y ci+1 con /i − j/ = 1 mod q
nunca se intersecten en el vértice donde se detienen.

Proposición 3.3. Sea K una descomposición en celdas de S2 diferente a la trivial y un flujo f
monótono definido en K con las restricciones anteriores. Entonces hay al menos 2 choques en
puntos distintos de K.

Demostración. La idea es obtener un movimiento ad hoc a la proposición anterior. El truco
consiste en inflar los vértices en los que los autos se detengan para obtener una celda fantasma.
Esto es, remplazar tales vértices con la frontera de una nueva 2-celda circular en K introduciendo
un nuevo auto c′ sin introducir nuevas intersecciones (he aqúı lo de fantasma). Los autos que se
deteńıan en el vértice viajarán en el segmento de la 1-celda que les corresponde durante el tiempo
en que soĺıan parar. Para los autos que no se deteńıan, habrán de aumentar sus velocidades y salir
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de la frontera de la nueva celda sin haber alterado el flujo fuera de ella. Definamos expĺıcitamente
el algoritmo para que el nuevo auto c′ evite colisiones.
La frontera de la nueva celda tendrá la orientación heredada por la variedad y el auto c′ viajará al
contrario de las manecillas del reloj, tendiendo a intersectarse con los otros autos. Si el orden
del vértice era q, ahora se trabajará con q vértices de orden 3. Si un auto se aproxima a la arista
corresponde a c′, evitemos una coalisión al intersectarlo en el vértice nuevo correspondiente o
al alterar sus velocidades. Dadas las restricciones anteriores, no hay un auto en la siguiente
arista o vértice. c′ puede transitar libremente hasta encontrar otro auto que se deteńıa. Ev́ıtese
el choque de igual manera. Repitiendo el procedimiento se evitan colisiones. Se tiene ahora un
flujo estrictamente monótono.

Vemos que la propiedad intŕınsica de la 2-esfera fue crucial. Imitando la situación a una 2-
variedad con género (por ejemplo, el toro), la demostración de la proposición 3.2 no seŕıa válida;
hablar del interior de una curva como fue hecho careceŕıa de sentido. Por otra parte, una 2-
variedad no orientable como el plano proyectivo, no permitiŕıa que la gráfica dual de la misma
demostración disminuyese al viajar algunos autos en el mismo sentido.


