
Caṕıtulo 1

Introducción

La presente tesis trata de la solución de ecuaciones sobre grupos. Esto es, con el siguiente
problema. A un grupo G, se le añade un nuevo generador t y una nueva relación w para obtener
el grupo G̃ con la presentación < G, t : w >. La pregunta es si G estará contenido en G̃. Si esto
ocurre, entonces se dice que la relación w es una ecuación satisfecha sobre G. Esto es equivalente
a que el homomorfismo G → G̃ sea inyectivo. Hasta este punto, se sabe ya que no cualquier
ecuación es soluble sobre cualquier grupo. Es decir, es necesario pedir algo al grupo o bien im-
poner una restricción a la ecuación.

En particular se trabajará con un grupo libre de torsión G, donde la adición de un nuevo gener-
ador t es visto como el producto libre G∗ < t > de G con un grupo ćıclico infinito de generador t.
A su vez w será un elemento de G∗ < t > y su clausura normal, denotada << w >>. Viendo esta
situación en términos del homomorfismo anteriormente mencionado, se tiene que G̃ = G∗<t>

<<w>> .
En este contexto se imponen las restricciones de que G carezca de torsión y que la suma de los
exponentes de la ecuación w sea 1.

Bajo este esquema se trabaja con una de las principales conjeturas relacionadas con la solu-
bilidad de ecuaciones sobre grupos, la Conjetura de Kervaire, que dice: un grupo no trivial no
puede ser trivializado al añadirle un nuevo generador y una nueva relación.

Como cualquier otro objeto de estudio en la matemática actual, el estudio de dicha conjetu-
ra involucra el enlace de diferentes ramas. Aún cuando todo esto se desarrolla en un contexto
totalmente algebraico, ya ha sido establecida la conjetura en términos geométricos. Esto sin
mencionar su relevancia y estudio en el área de teoŕıa combinatoria de grupos, aśı como sus
importantes conexiones topológicas.

Aunque la conjetura no ha sido establecida en su totalidad, ya fue probada para grupos sin
torsión en [7] (entre otros ver [3]) utilizando métodos y propiedades topológicas. En espećıfico,
una propiedad cándida de la 2-esfera funge como idea clave en la demostración. Sin embargo
dicho art́ıculo tiene ciertas deficiencias en el uso del idioma inglés, situación que fue solucionada
en [3], donde los resultados son explicados con mayor claridad y a su vez extendidos.

La intención de esta tesis es desglosar la primera parte del art́ıculo [3] y a su vez demostrar
un enunciado de mayor fuerza que el teorema central (4.4) alĺı sugerido. El esquema de la tesis
es el siguiente. En el caṕıtulo 2 se despliega el marco teórico donde se desarrolla el problema
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y la herramienta utilizada en su solución. Se otorgan diferentes definiciones y conceptos que
habrán de utilizarse, mientras se anexan diferentes ejemplos e ilustraciones para fijar ideas. El
tercer caṕıtulo desglosa la idea de Klyachko de la 2-esfera utilizada como punto crucial en la
demostración de la conjetura para grupos sin torsión.

Por otra parte, el caṕıtulo 4 brinda diferentes nociones de la solubilidad de una ecuación, aśı co-
mo un lema que forma parte de la herramienta central en la solución del problema. En el quinto
caṕıtulo se desglosa el resto de la herramienta (de igual importancia) y se presenta el teorema
principal presentado en [3]. A su vez, se debilitan las hipótesis alĺı empleadas para obtener el
enunciado de mayor fuerza sugerido en el mismo art́ıculo.

El sexto y último caṕıtulo expone de forma compacta ideas y situaciones importantes dentro
del desarrollo de este trabajo.


