
Cap��tulo 5(MFCQ) y algoritmos deminimiza
i�on de puntos interiores
5.1 (MFCQ) y su
esiones de puntos interioresEn este 
ap��tulo rela
ionar�e los algoritmos de minimiza
i�on de puntos interiores 
on(MFCQ). Esto ser�a 
onstruyendo una su
esi�on de puntos interiores a partir del
umplimiento de (MFCQ) en un punto �x 2M que es m��nimo lo
al de (Q).Mostrar�e que siempre que (MFCQ) se 
umple en �x 2 M 
on �x m��nimo lo
al de (Q),existe una su
esi�on de puntos interiores fxkg que 
onverge a �x.Dar�e un ejemplo de M � R2, donde (MFCQ) se 
umple en �x 2 M y existe unasu
esi�on fxkg �M0, 
on M0 denotando al interior de M , que 
onverge a �x.Ejempli�
ar�e tambi�en el 
aso en que no se 
umple (MFCQ) en �x pero si existe unasu
esi�on de puntos interiores que 
onverge a �x. Y por �ultimo, 
uando no se 
umple(MFCQ) en �x ni existe su
esi�on alguna de puntos interiores que se aproxime a �x.
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CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES43Ejemplo 5.1: SeaM = f(x; y) 2 R2 j g1(x; y) = 4y � x2 � y2 � 0; g2(x; y) = 2y � x2 � y2 � 0gy (�x; �y) = �00�:Ver la Figura 5.1.Los gradientes de las fun
iones g1 y g2 sonDg1(x; y) = (�2x; 4� 2y)
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(0,0) Figura 5.1: M en la interse

i�on de dos 
��r
ulosyDg2(x; y) = (�2x; 2� 2y):Sustituyendo (�x; �y) = �00� obtenemosDg1(�x; �y) = (0; 4)Dg2(�x; �y) = (0; 2)y obviamente se 
umple (MFCQ) en �00�.



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES44Adem�as existe una su
esi�on de puntos interioresfxkg = f(0; 12); (0; 14); (0; 18); ::: gque 
onverge a (�x; �y) = �00�.Ejemplo 5.2: SeanM = f(x; y) 2 R2 j g1(x; y) = x2 � y � 0; g2(x; y) = x2 + y � 0gy (�x; �y) = �00�:Los gradientes de g1 y g2 sonDg1(x; y) = (2x;�1)
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Figura 5.2: M es la parte exterior de dos par�abolas.yDg2(x; y) = (2x; 1):En la Figura 5.2 se pueden apre
iar M y los gradientes de g1 y g2.



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES45Sustituyendo (�x; �y) = �00� obtenemosDg1(�x; �y) = (0;�1)Dg2(�x; �y) = (0; 1):No existe ve
tor alguno w 2 R2 tal que:Dgj(�x; �y)w > 0 j 2 J0(�x; �y) = f1; 2gPor lo tanto, no se 
umple (MFCQ) en (0; 0). Sin embargo, si hay una su
esi�on depuntos interiores fxkg = f(1; 0); (12 ; 0); (14 ; 0) :::gque 
onverge a (�x; �y) = �00�.Ejemplo 5.3: SeanM = f(x; y) 2 R2 j g1(x; y) = 2y � x2 � y2 � 0; g2(x; y) = x2 + y2 � 2y � 0gy (�x; �y) = �00�:M est�a des
rito en la Figura 5.3.Los gradientes de g1 y g2 sonDg1(x; y) = (�2x; 2� 2y)Dg2(x; y) = (2x; 2y � 2):Sustituyendo (�x; �y) = �00� obtenemosDg1(�x; �y) = (0; 2)Dg2(�x; �y) = (0;�2):No existe ve
tor alguno w 2 R2 tal que:Dgj(�x; �y)w > 0 j 2 J0(�x; �y) = f1; 2g:
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Figura 5.3: En este 
aso M 
are
e de puntos interiores.Por lo tanto, no se 
umple (MFCQ) en �00�.Adem�as, 
omoM0 = f(x; y) 2 R2 j g1(x; y) = 2y � x2 � y2 > 0; g2(x; y) = x2 + y2 � 2y > 0g = ;;no puede haber una su
esi�on de puntos interiores fxkg.A 
ontinua
i�on veremos si el 
umplimiento de (MFCQ) en un m��nimo lo
al �x de (Q)asegura la existen
ia de una su
esi�on fxkg de puntos interiores tal que en di
hos puntosse satisfaga los supuestos d), e) y f) de la p�agina 18 adem�as del enun
iado (3.7).5.2 Su
esi�on de puntos interiores a partir de (MFCQ)Mi suposi
i�on es que siempre 
uando se 
umple (MFCQ) en �x m��nimo lo
al de (Q),existe una su
esi�on de puntos interiores fxkg para los que los supuestos del 
ap��tulo 3y el enun
iado (3.5) son 
iertos. Propondr�e la manera de 
onstruir di
ha su
esi�on.
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Antes debo in
luir el siguiente teorema.Teorema 6:Si (MFCQ) se 
umple en �x 2M y dado un ve
tor � 2 Rn, tal que:Dgj(�x)� > 0 j 2 J0(�x):Enton
es existe �t > 0 tal que, para toda t 2 (0; �t ℄gj(�x + t�) > 0 j 2 J:Demostra
i�on:Haremos la prueba por 
ontradi

i�on.Supongamos que (MFCQ) se 
umple en �x 
on el ve
tor � y adem�as, para toda �t > 0existe t 2 (0; �t ℄ tal que hay un j 2 J en forma quegj(�x + t�) � 0:Para una su
esi�on f�tkg 
on �tk ! 0, �tk > 0; a 
ada �tk 2 f�tkg le 
orresponder��a un valortk 2 (0; �tk℄ y un sub��ndi
e jk 2 J de modo quegjk(�x+ tk�) � 0enton
es hay una su
esi�on in�nita ftkg, tk ! 0, tk > 0, 
ongjk(�x + tk�) � 0:Esto signi�
a que para t1 existe un sub��ndi
e j1 2 J tal quegj1(�x+ t1�) � 0;



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES48para t2 gj2(�x+ t2�) � 0y as�� su
esivamente.Como el n�umero de sub��ndi
es jk es in�nito (uno para 
ada tk), pero la 
antidad de��ndi
es distintos de J es �nita, enton
es al menos un sub��ndi
e debe repetirse una 
anti-dad in�nita de ve
es. Podemos suponer, sin perder la generalidad, que di
ho sub��ndi
ees 1.Ignorando todas aquellas jk que sean diferentes de 1, seguimos teniendo una subsu
esi�onftkg, tk ! 0, tk > 0 de manera queg1(�x + tk�) � 0:Hay dos 
asos.Caso I: 1 62 J0(�x), g1(�x) > 0.Caso II: 1 2 J0(�x), g1(�x) = 0.Caso I:Como limk!1(�x + tk�) = �xpor 
onsiguiente limk!1 g1(�x+ tk�) = g1(�x)donde g1(�x) � 0 por la 
ontinuidad de g1, pero 
ontradi
e la hip�otesis de que g1(�x) > 0.Caso II:Dada la hip�otesis ini
ial del teorema, � 2 Rn 
umple 
on:Dg1(�x)� > 0:



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES49La fun
i�on que de�niremos 
omo G(t) = g1(�x + t�) depende s�olo de la variable t y es
ontinuamente derivable en el intervalo [0; t℄.Enton
es, por el teorema del valor medio, hay una ~tk 2 (0; tk), para toda tk 2 ftkg, talque: DG(~tk) = G(tk)�G(0)tk � 0o lo que es lo mismo Dg1(�x + ~tk�)� = g1(�x+ tk�)� g1(�x)tk � 0Re
ordemos que g1(�x) = 0, por lo que �nalmente tenemos:Dg1(�x+ ~tk�)� = g1(�x + tk�)tkCuando k !1, ~tk ! 0; pues si k !1, tk ! 0 y ~tk 2 (0; tk).Usemos este he
ho al sa
ar el l��mite de ambos lados de la pasada e
ua
i�on:limk!1Dg1(�x+ ~tk�)� = limk!1 g1(�x+ tk�)tkAl ser g1(�x + tk�) � 0 y tk > 0 en 
ada elemento de la su
esi�on ftkg, obtenemos�nalmente: Dg1(�x)� � 0lo 
ual 
ontradi
e el supuesto de que Dg1(�x)� > 0.En ambos 
asos llegamos a una 
ontradi

i�on, por lo tanto, la hip�otesis original debeser 
ierta.Q.E.D.



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES50Supongamos ahora que (MFCQ) se 
umple en �x m��nimo lo
al del problema (Q). Debehaber un ve
tor � 2 Rn, tal que:Djg(�x)� > 0 j 2 J0(�x):Enton
es, por el teorema 6, existe �t > 0 tal que, para toda t 2 (0; �t ℄gj(�x + t�) > 0 j 2 J:Cambiamos t por r, �t por �r y de�nimos:x(r) = �x+ r�
on r 2 (0; �r ℄.Mediante esta fun
i�on se obtiene una su
esi�on de puntos interiores fx(r)g dondegj(�x+ r�) > 0 j 2 Jpara r 2 (0; �r℄:Di
ho de otro modo gj[x(r)℄ > 0 j 2 J
on r 2 (0; �r℄.Adem�as fx(r)g ! �x 
uando r ! 0. Ya quelimr!0x(r) = �x+ 0� = �xY si defeinimos vj(r) = rgj[x(r)℄ = rgj(�x+ r�) ; j 2 J
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ya tendr��amos el punto hasta ahora hipot�eti
o [x(r); v(r)℄ 
er
ano a (�x; �v) del que sehabla en el 
ap��tulo 3. Ahora hay que ver si esta 
onstru

i�on 
umple 
on los supuestosd), e), f) y el enun
iado (3.7) del 
ap��tulo 3.Partamos del problema (Q) y digamos que (LICQ) se 
umple en �x, m��nimo lo
al de(Q).Sea � 2 Rn tal que: Djg(�x)� > 0 j 2 J0(�x);� debe existir, ya que por el teorema 1, si (LICQ) se 
umple en �x, tambi�en (MFCQ) se
umple en �x.De�namos x(r) = �x+ r�vj(r) = rgj[x(r)℄ ; j 2 J:Por el teorema 6 se sabe que a partir de 
ierta �r > 0, r 2 (0; �r℄ 
umplir�a la desigualdad(3.1) del supuesto d), p�agina 18.Por la misma 
onstru

i�on, el enun
iado (3.2) del supuesto d) se 
umple.Al 
umplirse (3.1) y dado que r > 0, la desigualdad (3.3) del supuesto d), de la p�agina18, se 
umple tambi�en. En lo que respe
ta al enun
iado (3.4), puede tomarse 
omo
ierto. Se 
umplir�a 
uando hallemos los m��nimos de las fun
iones auxiliares Lr(x) oPr� seg�un sea el 
aso. (3.5) se 
umple si el supuesto e) es 
ierto.El enun
iado (3.7) del 
ap��tulo 3, es 
ierto para x(r) y vj(r); j 2 J si esta 
onstru

i�on
umple 
on los supuestos e) y f) del 
ap��tulo 3.El supuesto e) se 
umple 
laramente, pues �x+ r� ! �x, 
uando r ! 0.Veamos si se satisfa
e el supuesto f) del 
ap��tulo 3, que di
e:



CAP�ITULO 5. (MFCQ) Y ALGORITMOS DEMINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES52f) Cuando r! 0, vj(r)! �vj, j 2 J0(�x).Se que, para (�x; �v) tenemos Df(�x)� Xj2J0(�x) �vjDgj(�x) = 0�v > 0 por la 
omplementaridad estri
ta.Hemos supuesto que: Df [x(r)℄�Xj2J vj(r)Dgj[x(r)℄ = 0:Ha
emos el l��mite 
uando r! 0:Df(�x)� Xj2J0(�x) ~vjDgj(�x) = 0donde limr!0 rgj[x(r)℄ = 0gj(�x) = 0para j 62 J0(�x) y asumamos para j 2 J0(�x) quelimr!0 rgj[x(r)℄ = ~vj:Pero 
omo (LICQ) se 
umple en �x, los ve
tores Dgj(�x) 
on j 2 J0(�x) son linealmenteindependientes. Por lo tanto ~vj = �vj para j 2 J0(�x). Y 
on j 62 J0(�x) :~vj = limr!0 rgj[x(r)℄ = 0 = �vjpor la 
omplementaridad estri
ta.As�� que, 
on esta de�ni
i�on para vj(r), tenemos que vj(r) ! �vj, j 2 J . Quedandosatisfe
ho el supuesto f) de la p�agina 20. Luego, por e) y f), se 
umple el enun
iado(3.7) del 
ap��tulo 3. Enton
es, si (LICQ) se 
umple en un m��nimo lo
al �x del problema(Q), podemos 
onstruir x(r) y vj(r) que 
umplen 
on d), e), f) y el enun
iado (3.7) del
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ap��tulo 3.Por lo tanto, podemos usar una fun
i�on de minimiza
i�on no restringida interior (
omoLr(x)), sabiendo que 
uando r ! 0, x(r) se aproxima aun m��nimo lo
al de la fun
i�onno restringida interior y tambi�en al m��nimo lo
al del problema (Q).Veamos que pasa 
uando s�olamente (MFCQ) se 
umple en �x.Usando la misma sele

i�on que en el 
aso anterior para [x(r); v(r)℄, los enun
iados (3.1)-(3.5) y el supuesto e) del 
ap��tulo 3 se satisfa
en tal y 
omo su
ede 
uando (LICQ) se
umple en �x.No o
urre lo mismo 
on el supuesto f), pues ya no 
ontamos 
on la independen
ia linealde los gradientes Dgj(�x), j 2 J . Sin embargo, para al
anzar los mismos resultadosque se obtienen en base a la suposi
i�on f) del 
ap��tulo 3, basta 
on que se 
umpla elsiguiente supuesto:f') Para toda j 2 J0(�x): limr!0 vj(r) = 

on 0 < 
 <1.Har�e la prueba por 
ontradi

i�on, suponiendo primero que existe un sub��ndi
e a 2 J0(�x)tal que va(r)!1.Caso I: Existe a 2 J0(�x) tal que va(r)!1 
uando r! 0.Podemos suponer, sin perder la generalidad, que va(r) � vj(r) para toda j 2 J .Nuevamente debe 
umplirse:Df [x(r)℄�Xj2J vj(r)Dgj[x(r)℄ = 0
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amos por 1va(r) : 1va(r)Df [x(r)℄�Xj2J vj(r)va(r)Dgj[x(r)℄ = 0
on 0 � vj(r)va(r) � 1.Ya que vj(r)va(r) esta a
otado entre 0 y 1 enton
es tiene un l��mite inferior bj. Tomemosuna subsu
esi�on frg tal que vj(r)va(r) ! bj 
uando r! 0.Sa
amos el l��mite de la subsu
esi�on 
uando r! 0:� Xj2J0(�x) bjDgj(�x) = 0
umpli�endose tambi�en: Xj2J0(�x) bj[�Dgj(�x)℄ = 0 (5:1)
omo ya dijimos limr!0 vj(r)va(r) = bj:Luego, tenemos que limr!0 va(r)va(r) = limr!0 1 = 1 = bay dado que a 2 J0(�x), enton
es Xj2J0(�x) bj > 0 (5:2):Pero si se 
umplen (5:1) y (5:2), enton
es, por el lema 1, el sistema:[�Dgj(�x)℄� < 0; j 2 J0(�x)
on � 2 Rn no ser��a soluble. Y enton
es, tampo
o hay solu
i�on paraDgj(�x)� > 0; j 2 J0(�x)
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on � 2 Rn.Esto es una 
ontradi

i�on pues hemos a�rmado que (MFCQ) se 
umple en �x. Porlo tanto, no existe un sub��ndi
e a 2 J0(�x) tal que va(r)!1 
uando r ! 0.Dejo abierto el problema, faltando por mostrar el 
aso II en el que se debe bus
aruna 
ontradi

i�on, a partir de la existen
ia de a 2 J0(�x) tal que va(r) ! 0 
uandor! 0.Una vez que se tenga esto, el supuesto f') ser�a 
ierto, y enton
es, tambi�en lo ser�a elenun
iado (3.7) del 
ap��tulo 3.Al 
umplirse en su totalidad los supuestos d), e), f) y el enun
iado (3.7), podemosemplear una fun
i�on auxiliar, para obtener el m��nimo lo
al de (Q). Pues el m��nimolo
al de la fun
i�on de minimiza
i�on no restringida interior x(r) tiende al m��nimo lo
aldel problema (Q) 
uando r ! 0.


