Capitulo 5

(MFCQ) y algoritmos de
minimizacion de puntos interiores

5.1 (MFCQ) y sucesiones de puntos interiores

En este capitulo relacionaré los algoritmos de minimizacién de puntos interiores con
(MFCQ). Esto serd construyendo una sucesién de puntos interiores a partir del

cumplimiento de (MFCQ) en un punto Z € M que es minimo local de (Q).

Mostraré que siempre que (MFCQ) se cumple en Z € M con Z minimo local de (Q),

existe una sucesién de puntos interiores {z¥} que converge a Z.

Daré un ejemplo de M C R? donde (MFCQ) se cumple en T € M y existe una

sucesién {z*} € M?, con M° denotando al interior de M, que converge a Z.
Ejemplificaré también el caso en que no se cumple (MFCQ) en Z pero si existe una

sucesién de puntos interiores que converge a z. Y por tltimo, cuando no se cumple

(MFCQ) en Z ni existe sucesién alguna de puntos interiores que se aproxime a Z.
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Ejemplo 5.1: Sea
M={(z,y) e R | gi(z,y) =4y —2>—y* >0, go(a,y) =2y —2* —y* >0}

v (.9) = (p)-

Ver la Figura 5.1.

Los gradientes de las funciones g; y g son
Dgi(z,y) = (—2z,4 - 2y)
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Figura 5.1: M en la interseccion de dos circulos

y

0

0) obtenemos

Sustituyendo (Z,7) = (
Dgl(f: g) = (074)
DgZ(f: g) = (07 2)

y obviamente se cumple (MFCQ) en ({).
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Ademas existe una sucesion de puntos interiores

kv _ 1 1 1
{1‘ }_{(0’5)’ (071)7 (Oag), }

que converge a (Z,7) = (8).

Ejemplo 5.2: Sean
M= {(z,y) € B* | gi(z,y) =2> =y >0, gs(,y) =2 +y >0}

v (.9) = (p)-
Los gradientes de g1 y go son
Dgl(xa y) = (21‘7 _1)
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Figura 5.2: M es la parte exterior de dos parabolas.

y
Dgs(z,y) = (22,1).

En la Figura 5.2 se pueden apreciar M y los gradientes de ¢, y ¢o.
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Sustituyendo (z,7) = (J) obtenemos
Dgl(ja g) = (07 _1)
Dg?(ja g) = (07 1)

No existe vector alguno w € R? tal que:
Da;(&, g)w >0 j € Jo(z,5) = {1,2}

Por lo tanto, no se cumple (MFCQ) en (0,0). Sin embargo, si hay una sucesién de

puntos interiores

1 1

{xk} = {(1’0)7 (570)’ (170) }

que converge a (z,9) = (7).

Ejemplo 5.3: Sean
M ={(z,y) € R* | gi(z,y) =2y —2® —¢y* > 0, go(z,y) =2 +y* -2y > 0}

v (7,9) = (5)-

M esta descrito en la Figura 5.3.
Los gradientes de g; y g2 son
Dgi(z,y) = (=22,2 = 2y)

Dygs(z,y) = (27,2y — 2).
Sustituyendo (z,y) = ({) obtenemos
Dg(z,y) = (0,2)

Dg(z,y) = (0, -2).

No existe vector alguno w € R? tal que:

Da;(7,5)w >0 j € Jolz,5) = {1,2}.
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Figura 5.3: En este caso M carece de puntos interiores.

Por lo tanto, no se cumple (MFCQ) en (8).

Ademas, como
MY ={(z,y) € R* | gi(z,y) =2y — 2" — 4> >0, gao(w,y) =2° +y> -2y >0} =0,

no puede haber una sucesién de puntos interiores {z*}.

A continuacién veremos si el cumplimiento de (MFCQ) en un minimo local z de (Q)
la existencia d i6n {z*} d tos interiores tal dich t

asegura la existencia de una sucesién {z*} de puntos interiores tal que en dichos puntos

se satisfaga los supuestos d), e) y f) de la pagina 18 ademés del enunciado (3.7).

5.2 Sucesién de puntos interiores a partir de (MFCQ)

Mi suposicién es que siempre cuando se cumple (MFCQ) en Z minimo local de (Q),
existe una sucesién de puntos interiores {z*} para los que los supuestos del capitulo 3

y el enunciado (3.5) son ciertos. Propondré la manera de construir dicha sucesion.
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Antes debo incluir el siguiente teorema.

Teorema 6:
Si (MFCQ) se cumple en Z € M y dado un vector £ € R™, tal que:
Entonces existe ¢ > 0 tal que, para toda ¢ € (0,¢]

gj(T +1t&) >0 jeJ

Demostracion:
Haremos la prueba por contradiccion.
Supongamos que (MFCQ) se cumple en T con el vector £ y ademds, para toda ¢ > 0

existe ¢t € (0,7] tal que hay un j € J en forma que

Para una sucesién {f*} con #* — 0, ¥ > 0; a cada t* € {#*} le corresponderia un valor

tk € (0,#*] y un subindice j; € J de modo que
95, (T + th¢e) <o
entonces hay una sucesién infinita {t*}, t* — 0, t* > 0, con
9;, (T +t5¢) <.
Esto significa que para t!' existe un subindice j; € J tal que

gjl (fi‘ + tlf) S 0,
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para t?

g]é(j + t2§) <0

y asl sucesivamente.

Como el nimero de subindices j; es infinito (uno para cada t*), pero la cantidad de
indices distintos de .J es finita, entonces al menos un subindice debe repetirse una canti-
dad infinita de veces. Podemos suponer, sin perder la generalidad, que dicho subindice
es 1.

Ignorando todas aquellas j, que sean diferentes de 1, seguimos teniendo una subsucesion

{tF}, t* — 0, t* > 0 de manera que
g1(T +17¢) < 0.

Hay dos casos.
Caso I: 1 & Jo(Z), 91(%) > 0.
Caso II: 1 € Jy(Z), g1(Z) = 0.
Caso I
Como
kll)rgo(f +t*) =1z

por consiguiente
lim g (z + t5¢) = g1(2)
k—o00

donde ¢;(z) < 0 por la continuidad de g, pero contradice la hipdtesis de que g;(z) > 0.

Caso 1II:

Dada la hipétesis inicial del teorema, £ € R™ cumple con:

Dgi(z)§ > 0.
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La funcién que definiremos como G(t) = ¢1(z + t£) depende sélo de la variable ¢ y es

continuamente derivable en el intervalo [0, ¢].

Entonces, por el teorema del valor medio, hay una ¢ € (0, t*), para toda t* € {t*}, tal

que:

o lo que es lo mismo
g1(z + 1) — g1(2)

Dgi(z + 1% ¢)¢ = Py

Recordemos que g;(Z) = 0, por lo que finalmente tenemos:

Dy (z + 1*6)¢ = ”

Cuando k — oo, ¥ — 0; pues si k — oo, t¥ — 0y t* € (0, tF).

Usemos este hecho al sacar el limite de ambos lados de la pasada ecuacion:

- T+ tF
lim Dgy (% + t*¢)¢ = lim 9@ +178)

k—o00 k—oc tk

Al ser gi(7 + t*¢) < 0y t* > 0 en cada elemento de la sucesién {t*}, obtenemos

finalmente:

Dgi (7)€ <0

lo cual contradice el supuesto de que Dg;(z)¢ > 0.

En ambos casos llegamos a una contradiccién, por lo tanto, la hipdtesis original debe
ser cierta.

Q.E.D.
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Supongamos ahora que (MFCQ) se cumple en Z minimo local del problema (Q). Debe

haber un vector £ € R™, tal que:
Dig(2)6 >0 j€ Jo().
Entonces, por el teorema 6, existe ¢ > 0 tal que, para toda ¢t € (0,7]
g;(T +1t&) >0 je
Cambiamos ¢ por r, t por 7 y definimos:
z(r) =2+ 71

con r € (0, 7.

Mediante esta funcién se obtiene una sucesién de puntos interiores {x(r)} donde
g;(Z+71r&) >0 jeJ

para r € (0, 7).

Dicho de otro modo

gjlz(r)] >0 jeJ

con r € (0, 7.

Ademds {z(r)} — Z cuando r — 0. Ya que

Y si defeinimos
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ya tendriamos el punto hasta ahora hipotético [z(r),v(r)] cercano a (z,v) del que se
habla en el capitulo 3. Ahora hay que ver si esta construcciéon cumple con los supuestos

d), e), f) y el enunciado (3.7) del capitulo 3.

Partamos del problema (Q) y digamos que (LICQ) se cumple en Z, minimo local de
(Q)-
Sea £ € R™ tal que:

Dig(z)¢ >0 j € Jy(z),

¢ debe existir, ya que por el teorema 1, si (LICQ) se cumple en Z, también (MFCQ) se
cumple en 7.

Definamos

Por el teorema 6 se sabe que a partir de cierta 7 > 0, r € (0, 7] cumplira la desigualdad
(3.1) del supuesto d), pagina 18.

Por la misma construccién, el enunciado (3.2) del supuesto d) se cumple.

Al cumplirse (3.1) y dado que r > 0, la desigualdad (3.3) del supuesto d), de la pagina
18, se cumple también. En lo que respecta al enunciado (3.4), puede tomarse como
cierto. Se cumplird cuando hallemos los minimos de las funciones auxiliares L,(x) o

P

-, segin sea el caso. (3.5) se cumple si el supuesto e) es cierto.

El enunciado (3.7) del capitulo 3, es cierto para z(r) y vj(r), j € J si esta construccién
cumple con los supuestos e) y f) del capitulo 3.
El supuesto e) se cumple claramente, pues T + r§ — , cuando r — 0.

Veamos si se satisface el supuesto f) del capitulo 3, que dice:
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f) Cuando r — 0, v;(r) = v;, j € Jo(x).

Se que, para (T,v) tenemos

Df(x)— > 9;Dg;(z) =0

jEJo(E)
v > 0 por la complementaridad estricta.

Hemos supuesto que:
D flz(r)] - Zvj(T)ng[fv(r)] = 0.

Hacemos el limite cuando r — 0:

donde

. T B 0 B
P TS B

para j ¢ Jo(Z) y asumamos para j € Jy(Z) que

1i r ~
im——— =9,.
=0 gila(r)]

Pero como (LICQ) se cumple en 7, los vectores Dg;(z) con j € Jo(z) son linealmente

independientes. Por lo tanto v, = v; para j € Jo(z). Y con j & Jo(z) :

- . r _
R o I A

por la complementaridad estricta.

Asi que, con esta definicién para v;(r), tenemos que vj(r) — 7, j € J. Quedando
satisfecho el supuesto f) de la pdgina 20. Luego, por e) y f), se cumple el enunciado
(3.7) del capitulo 3. Entonces, si (LICQ) se cumple en un minimo local Z del problema

(Q), podemos construir z(r) y v;(r) que cumplen con d), e), ) y el enunciado (3.7) del
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capitulo 3.

Por lo tanto, podemos usar una funcién de minimizacién no restringida interior (como
L,(x)), sabiendo que cuando r — 0, x(r) se aproxima aun minimo local de la funcién

no restringida interior y también al minimo local del problema (Q).
Veamos que pasa cuando sélamente (MFCQ) se cumple en Z.

Usando la misma seleccién que en el caso anterior para [z(r), v(r)], los enunciados (3.1)-
(3.5) y el supuesto e) del capitulo 3 se satisfacen tal y como sucede cuando (LICQ) se
cumple en 7.

No ocurre lo mismo con el supuesto f), pues ya no contamos con la independencia lineal
de los gradientes Dg;(z), j € J. Sin embargo, para alcanzar los mismos resultados
que se obtienen en base a la suposicién f) del capitulo 3, basta con que se cumpla el
siguiente supuesto:

f’) Para toda j € Jy(7):

11_% vi(r)=c

con 0 <c < oc.

Haré la prueba por contradiccién, suponiendo primero que existe un subindice a € Jo(%)
tal que v,(r) — oc.

Caso I: Existe a € Jy(Z) tal que v,(r) — oo cuando r — 0.

Podemos suponer, sin perder la generalidad, que v,(r) > v;(r) para toda j € J.
Nuevamente debe cumplirse:

Df[a(r)] =) v;(r)Dy;la(r)] = 0

jeJ
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multiplicamos por %(r):

1 v;(r)
Dffz(r)] = > [z(r)] =0
0a(7) 250, ) P
con 0 < zzg:g < 1.
Ya que ZZE:% esta acotado entre 0 y 1 entonces tiene un limite inferior b;. Tomemos

una subsucesiéon {r} tal que ZZE;; — b; cuando r — 0.

Sacamos el limite de la subsucesién cuando r — O:

— Z bjDg,(z

JjEJo(Z

cumpliéndose también:

> bi[-Dg;(x)] =0 (5.1)

J€Jo(2)
como ya dijimos
fim ZZE;; =i
Luego, tenemos que
limva—(r) =liml=1=b,

r—0 Ua(T) r—0

y dado que a € Jy(Z), entonces

> bi>0 (5.2).

J€Jo(%)

Pero si se cumplen (5.1) y (5.2), entonces, por el lema 1, el sistema:

[—Dg;(2)]§ <0, j € Jo(z)

con £ € R" no seria soluble. Y entonces, tampoco hay solucién para

Dg;(z)¢ > 0, j € Jo(Z)
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con £ € R".

Esto es una contradiccién pues hemos afirmado que (MFCQ) se cumple en Z. Por

lo tanto, no existe un subindice a € Jy(Z) tal que v,(r) — oo cuando r — 0.

Dejo abierto el problema, faltando por mostrar el caso Il en el que se debe buscar
una contradiccién, a partir de la existencia de a € Jy(Z) tal que v,(r) — 0 cuando

r — 0.

Una vez que se tenga esto, el supuesto f’) serd cierto, y entonces, también lo sera el

enunciado (3.7) del capitulo 3.

Al cumplirse en su totalidad los supuestos d), e), f) y el enunciado (3.7), podemos
emplear una funcién auxiliar, para obtener el minimo local de (Q). Pues el minimo
local de la funcién de minimizacién no restringida interior x(r) tiende al minimo local

del problema (Q) cuando r — 0.



