
Cap��tulo 4Algoritmos de minimizai�on depuntos interiores
4.1 Generalidades sobre los algoritmos de minimizai�onde puntos interioresEn esta sei�on expongo las de�niiones y los teoremas relaionados on los algoritmosde minimizai�on de puntos interiores del texto [5℄. No obstante, las demostraiones demi trabajo son m�as detalladas en omparai�on on las de Fiao-MCormik.Partimos del problema (Q) que est�a de�nido en el ap��tulo 3.Sea I : Rn ! R on las siguientes propiedades:i) I es ontinua en la regi�onM0 = fx 2 Rn j gj(x) > 0 j 2 Jg:
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CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES23ii) Para ada suesi�on fxkg �M0 que onverge a x0 de modo que gj(x0) = 0 al menospara una j 2 J , entones: limk!1 I(xk) =1:Dada s : r 2 R ! R, on las propiedades de que si r1 > r2 > 0, entones s(r1) >s(r2) > 0 y para ada frkg on limk!1 rk = 0;se tiene que limk!1 s(rk) = 0:
De�nii�on: Un algoritmo de minimizai�on de puntos interiores es el que pro-ede de la siguiente manera:1 De�nimos la funi�on U(x; r1) = f(x) + s(r1)I(x) on respeto a la variable x ydonde r1 > 0 es �ja. Como punto iniial tomaremos a x0 2M0.2 Proediendo de x0 enontramos x(r1) que es un m��nimo loal de U(x; r1) en M .x(r1) ser�a m��nimo loal mientras est�e en M0, de otro modo U [x(r1); r1℄ =1.3 Con base en x(r1) enontramos un m��nimo loal de U(x; r2) donde r1 > r2 > 0.4 Y as�� enontramos un m��nimo loal de U(x; rk) partiendo de x(rk�1) para una sue-si�on estritamente mon�otona dereiente frkg.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES24Tanto Lr(x) omo Pr�(x) son ejemplos de funiones del tipo U(�; r) que se utilizanen los algoritmos de minimizai�on de puntos interiores. A toda funi�on que sea del tipoU(x; r) le llamaremos funi�on de minimizai�on no restringida interior.Con la funi�on: Lr(x) = f(x)� rXj2J ln gj(x)es notorio que I(x) = �Xj2J ln gj(x)es ontinua en M0 y adem�as si tenemos una suesi�on fxkg que onverge a x0 de modoque gj0(x0) = 0 al menos para alguna j0 2 J , entones:limk!1� ln gj0(xk) = +1onseuentemente limk!1�Xj2J ln gj(xk) =1por lo que esta selei�on para I(x) satisfae las dos ondiiones que se piden.
Luego s(r) = r umple on los requisitos de una funi�on s(r), pues si r1 > r2 > 0,entones s(r1) > s(r2) > 0 y si hay una suesi�on frkg tal quelimk!1 rk = 0;tambi�en limk!1 s(rk) = 0:



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES25
Y para Pr�(x): Pr�(x) = f(x) + r2�Xj2J 1gj(x)la selei�on I(x) =Xj2J 1gj(x)y s(r�) = r2�umple on las arater��stias menionadas.Por ello, en los algoritmos de minimizai�on de puntos interiores, las funiones Lr(x)y Pr�(x) son buenos andidatos para funi�on de minimizai�on no restringida interiorU(x; r). S�olo faltar��a enontrar un par [x(r); v(r)℄ que se adpte a las ondiiones ex-puestas en el supuesto d) de la p�agina 18.Ejemplo 4.1:Consideremos el problema (Q) onf(x; y) = x2 + y2y M = f(x; y) 2 R2 j g1 = y � x � 0; g2 = x + y � 0g:Obviamente, la solui�on es �00�.En la �gura 4.1 se puede ubiar a la regi�on M .
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Figura 4.1: Regi�on fatible del ejemplo, delimitada por dos retas.Como funi�on de minimizai�on no restringida interior U usaremos la logarithmi penal-ty funtion Lr(x; y) on (x; y) 2 R2. Entoness(r) = ry la funi�on I(x; y) ser��a:I(x; y) = �Xj2J ln gj(x) = � ln(y � x)� ln(x + y)por lo tanto, la funi�on Lr(x; y) tiene la forma:Lr(x; y) = x2 + y2 � r ln(y � x)� r ln(x+ y)Usando la ondii�on neesaria de primer orden, tenemos que2x+ ry � x � rx + y = 0y 2y � ry � x � rx+ y = 0



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES27Resolvemos para x: x(r) = 0y despejamos tambi�en y: y(r) = prVeamos que suede on el par [x(r); y(r)℄ uando r ! 0.Para x(r): limr!0x(r) = limr!0 0 = 0y para y(r) limr!0 y(r) = limr!0pr = p0 = 0:Por lo tanto, el par [x(r); y(r)℄! �00�, m��nimo loal de (Q), uando r! 0.En la sei�on 4.2, las pruebas muestran que una funi�on de minimizai�on no restringidainterior sirve para aproximarnos a la solui�on del problema original.4.2 Pruebas de onvergenia en algoritmos de pun-tos interioresEn este ap��tulo veremos bajo qu�e ondiiones los algoritmos de minimizai�on de pun-tos interiores nos llevan al m��nimo loal del problema (Q), por medio de las funionesde minimizai�on no restringida interior U(x; r).Probaremos la existenia de un m��nimo loal de la funi�on no restringida U(x; r) queonverge al m��nimo loal del problema (Q) que si tiene restriiones.
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Lema 2 ([5℄,p.46) :Sean V � Rn un onjunto ompato no va��o y f : V ! R una funi�on ontinua.Entones existe un valor �nito � y un punto x� 2 V , dondef(x�) = � = minV f(x):Demostrai�on:El onjunto ff(x) j x 2 V g debe estar aotado inferiormente, de no ser as��, existir��auna suesi�on fxkg � V tal que limk!1 f(xk) = �1:Como V es ompato, la suesi�on fxkg no puede tender a in�nito uando k ! 1,entones existe una subsuesi�on que tambi�en denotaremos fxkg, tal quefxkg ! ~xon ~x 2 V . Pero si limk!1 f(xk) = �1 6= f(~x)entones f no ser��a ontinua en ~x 2 V , lo que es ontraditorio. Luego la funi�on festa aotada inferiormente.Sea � = infx2V f(x):Existe una suesi�on fxkg on f(xk)! �. Si xk ! x�, por la ontinuidad de f sabemosque f(x�) = �, por lo tanto f(x�) = � = minx2V f(x):Q.E.D.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES29Corolario 1 ([5℄, p.46):SeaM el onjunto fatible, S un onjunto ompato,M0 el interior deM yM0\S 6= ;,F (x) una funi�on ontinua en M0\S on la propiedad de que para ada seuenia fxkgdonde xk 2M0 \ S y fxkg onverge a y 2 (M �M0) \ S, tenemoslimk!1F (xk) =1:Entones existe un valor �nito � y un punto �x 2M0 \ S tal queF (�x) = � = minM0\S F (x):Demostrai�on:Tomemos ierta x0 2M0 \ S y de�namos W de la siguiente manera:W = fx 2M0 \ S j F (x) � F (x0)g:Si F (x0) = minM0\S F (x)entones existir��a �x = x0 on F (�x) = � quedando demostrado el orolario. De loontrario, existe x1 2 W para el ual, siF (x1) = minM0\S F (x)entones existir��a �x = x1 on F (�x) = � llegando al resultado busado. De lo ontrario,existe x2 2 W , donde otra vez, si F (x2) = minM0\S F (x)entones existir��a �x = x2 on F (�x) = � quedando demostrado el orolario. Si no, existex3 2 W , y as�� suesivamente, nos enontramos on una suesi�on fxkg donde adaxk 2 W .



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES30Digamos que xk ! y.Se sabe que y 2M \ S ya que M \ S es un onjunto errado.Hay dos opiones, y 2M0 \S �o y 2 (M �M0)\S. No obstante, si y 2 (M �M0)\ Sentones: limk!1F (xk) =1lo ual es imposible, porque entones fxkg no estar��a en W .Por lo tanto y 2M0 \ S.Luego, ya que F (xk) � F (x0) para toda xk 2 fxkg y por la ontinuidad de F enM0 \ S tenemos que neesariamente:F (y) � F (x0)o sea que y 2 W . Luego, W es errado y adem�as ompato. Por lo tanto F (x) tieneun m��nimo en W : infM0\S F (x) = minW F (x):Q.E.D.De�nii�on: Dada una funi�on de minimizai�on no restringida interior U(x; r), unpunto x(r) es un m��nimo loal de U(x; r) si existe un onjunto ompato V para elual: U [x(r); r℄ = minM0\V U(x; r)y x(r) est�a ontenido en el interior de V .Esta de�nii�on se enuentra en [5℄, p. 46.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES31De�nii�on: Sea V � Rn. Un onjunto no va��o V � � V es llamado onjunto aisladode V si existe un onjunto errado E � Rn tal que V � � E0, donde E0 es el interior deE, y si x 2 E n V � entones x 62 V . Referenia en [5℄, p. 46Antes de probar la onvergenia de los algoritmos de minimizai�on de puntos interiores,es neesario onsiderar un teorema fundamental relativo a los onjuntos ompatos queposeen m��nimo loal.Este teorema die que si un onjunto que tiene m��nimo loal es ompato, ontieneen su interior a otro onjunto ompato, de tal forma que el m��nimo loal del primeronjunto es m��nimo global en este �ultimo onjunto.De�nii�on: Sea A� el onjunto de m��nimos loales de (Q) orrespondientes alvalor �: A� = f�x 2M j �x es un m��nimo loal on f(�x) = �gTeorema 4 ([5℄, p.47):Sea A� el onjunto de m��nimos loales de (Q) orrespondientes al valor �, un sub-onjunto aislado, no va��o y ompato de A = fx 2 M j f(x) = �g, entones existeun onjunto ompato S � Rn tal que A� � S0, donde S0 es el interior de S, y paraualquier punto y 2M \ S, si y 62 A�, entones f(y) > �.Demostrai�on:Ya que A� 6= ;, A� � A y A� es un onjunto aislado de A, existe un onjunto erradono va��o E � Rn, on A� � E0 tal que si x 2 E n A�, entones x 62 A.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES32
Para toda �x 2 A�, hay una veindad abierta U(�x) de �x en forma que f(�x) = � � f(x)para ada x 2 U(�x) \M .Consideremos el onjunto: G = [�x2A� U(�x)la uni�on de todas las veindades U(�x) sobre A�.G es abierto, A� � G y f(x) � � on x 2 G \ M . Dado S un onjunto ompatoque umple on: A� � S0 � S � G \ E:Tal onjunto S debe existir, de lo ontrario usamos el mismo G \ E omo onjunto S.Hay que demostrar que si y 2M \ S y y 62 A�, entones f(y) > �.Como y 2 M \ S � M \ G, luego f(y) � �. Adem�as M \ S � G \ E, esto im-plia que y 2 E. Pero si y 62 A�, entones y 2 E n A�. Tomando en uenta que A� esun onjunto aislado de A, se sigue que y 62 Adesartando as�� la posibilidad de que f(y) = �.Por lo tanto, si y 2 (M \ S) n A� entonesf(y) > �:Q.E.D..



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES33Teorema 5 (Convergenia para onjuntos ompatos on m��nimo loal poralgoritmos de minimizai�on de puntos interiores) :Consideremos el problema (Q) y supongamos que los siguientes requisitos se satisfaen:a) La funi�on U(x; r) = f(x) + s(r)I(x) es una funi�on de minimizai�on no restringidainterior.b) El onjunto A� = f�x 2 M j �x es un m��nimo loal de (Q) on f(�x) = �g es unsubonjunto ompato, aisaldo, no va��o de A = fx 2M j f(x) = �g.) A�\ ClM0 6= ;, donde ClM0 es la lausura de M0.d) frkg es una suesi�on on rk � rk+1 > 0 y rk ! 0 uando k !1..Entones se umplen:i) Existe un onjunto ompato S omo esta dado en el teorema 4, tal que A� � S0y para rk su�ientemente peque~na el m��nimo no restringido de U en M0 \ S0 existe yada punto l��mite de ualquier suesi�on fxkg de m��nimos loales est�a en A�.ii) limk!1 s(rk)I(xk) = 0.iii) limk!1 f(xk) = �.iv) limk!1 U(xk; rk) = �.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES34
v) La suesi�on ff(xk)g es tal que f(xk) � f(xk+1).vi) La suesi�on fI(xk)g es tal que I(xk) � I(xk+1).Demostrai�on:i) Por el teorema 4 y el supuesto b), existe S � Rn tal que A� � S0 y para today 2M \ S on y 62 A�, f(y) > �.De�namos xk en forma que: U(xk; rk) = minM0\S U(x; rk):Cada xk existe, por el orolario 1 y en base a que U(x; rk) es ontinua en M0 \ S.Sin perder la generalidad, onsideremos una suesi�on de m��nimos fxkg donde xk ! y0uando k !1, hay que demostrar que y0 2 A�.Al ser fxkg � M0 \ S entones fxkg � M \ S que es un onjunto errado. Porello, si xk ! y0, onluimos que y0 2M \ S.Haremos la demostrai�on indiretamente suponiendo que y0 62 A�.Como y0 2M \ S y y0 62 A�, por el teorema 4: f(y0) > �.Por el supuesto ), hay al menos un �z 2 A�\ClM0, por lo que existe una suesi�onfzkg � M0 tal que zk ! �z 2 A�.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES35Dado que f(�z) = �, zk ! �z, f(y0) > � y f es ontinua en M0, existe x0 2 fzkg queumple on: � � f(x0) < f(y0) (4:1)pero si U(xk; rk) = minM0\S U(x; rk)entones U(xk; rk) � U(x0; rk)o lo que es lo mismof(xk) + s(rk)I(xk) � f(x0) + s(rk)I(x0): (4:2)Sabemos que xk ! y0, para esto hay dos asos.Caso I: y0 2M0.Si y0 2M0 entones limk!1 I(xk) = I(y0).Como la desigualdad (4.2) es v�alida para toda k, se umple:limk!1[f(xk) + s(rk)I(xk)℄ � limk!1[f(x0) + s(rk)I(x0)℄Por los supuestos a) y d) sabemos que limk!1 s(rk) = 0, por lo tanto, al resolver ell��mite anterior f(y0) + 0 � I(y0) � f(x0) + 0 � I(x0)f(y0) � f(x0):Llegando a una ontradii�on on (4.1).



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES36Caso II: y0 2M nM0.Si y0 2M nM0 entones limk!1 I(xk) = +1.Consideramos de nuevo la desigualdadf(xk) + s(rk)I(xk) � f(x0) + s(rk)I(x0)que viene de U(xk; rk) � U(x0; rk):Como limk!1 I(xk) = +1, entones a partir de ierta k tenemos I(xk) > 0. Y adem�ass(rk) > 0 para toda k, se sigue quef(xk) < f(xk) + s(rk)I(xk) � f(x0) + s(rk)I(x0)tomando los extremos de la expresi�on anterior tenemos quef(xk) < f(x0) + s(rk)I(x0)haiendo el l��mite uando k!1 de ambos lados llegamos af(y0) < f(x0)y aemos de nuevo en ontradii�on on respeto a (4.1).Por lo tanto y0 2 A�.Adem�as si y0 2 A� � S0, omo la suesi�on fxkg � M0 \ S es tal que xk ! y0 2 S0,entones a partir de ierta k, la suesi�on fxkg estar�a ontenida en M0 \ S0.



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES37ii) Hay que demostrar que s(rk)I(xk)! 0 uando k !1.Consideremos una suesi�on xk ! y0. Para esto hay, nuevamente, dos asos.Caso I: y0 2M0.Si y0 2M0: limk!1 s(rk)I(xk) = 0 � I(y0) = 0:Obteniendo lo que queremos mostrar.Caso II: y0 2M nM0.Si y0 2 M n M0, entones limk!1 I(xk) = +1. Reordemos tambi�en que, por i),y0 2 A�.Al igual que en la prueba de i), a partir de ierta k, I(xk) > 0. Luego s(rk)I(xk) > 0desde diha k en adelante. Si ii) no fuera ierta, existir��a una subsuesi�on en forma quelimk!1 s(rk)I(xk) � � > 0:Por el supuesto ), existe �z 2 A�\ClM0. Entones hay una suesi�on fzkg � M0 onzk ! �z. Tomamos un valor x0 2 fzkg, para el ual:f(x0) + s(rk)I(x0) � f(xk) + s(rk)I(xk) � f(xk) + �2 :Haemos el l��mite uando k !1:f(x0) � f(y0) + �2 = � + �2



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES38para ualquier x0 2 fzkg.Esto impliar��a que limk!1 f(zk) = f(�z) > f(y0);lo que es una ontradii�on pues si �z; y0 2 A�, entones f(�z) = f(y0) = �. Por lo tantolimk!1 s(rk)I(xk) = 0:iii) Hay que demostrar que f(xk)! � uando k!1.
limk!1 f(xk) = f(y0)por i), y0 2 A�. Por lo tanto limk!1 f(xk) = �:iv) Hay que demostrar que U(xk; rk)! � uando k !1.limk!1U(xk; rk) = limk!1[f(xk) + s(rk)I(xk)℄:Por ii) e iii): limk!1[f(xk) + s(rk)I(xk)℄ = �+ 0 = �:De este modo limk!1U(xk; rk) = �:
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v) Hay que demostrar que f(xk) � f(xk+1).Sea fk = f(xk), sk = s(rk) e Ik = I(xk).U(xk; rk) = minM0\S U(x; rk) � U(xk+1; rk)del mismo modo U(xk+1; rk+1) � U(xk; rk+1):Expresamos ada U en base a las funiones f , s e I:fk + skIk � fk+1 + skIk+1 (4:3)fk+1 + sk+1Ik+1 � fk + sk+1Ik (4:4)multipliamos (4:3) por sk+1sk > 0:sk+1sk fk + sk+1Ik � sk+1sk fk+1 + sk+1Ik+1 (4:5)sumamos (4:4) on (4:5)fk+1 + sk+1Ik+1 + sk+1sk fk + sk+1Ik � fk + sk+1Ik + sk+1sk fk+1 + sk+1Ik+1al eliminar t�erminos, obtenemossk+1sk fk + fk+1 � sk+1sk fk+1 + fkmultipliando por sk > 0:sk+1fk + skfk+1 � sk+1fk+1 + skfkumpli�endose tambi�en skfk+1 � sk+1fk+1 � skfk � sk+1fk



CAP�ITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACI �ON DE PUNTOS INTERIORES40fatorizando (sk � sk+1)fk+1 � (sk � sk+1)fky omo sk > sk+1 entones podemos dividir entre sk � sk+1 > 0 sin afetar el sentidode la desigualdad, llegando a fk+1 � fk:Por lo tanto f(xk) � f(xk+1).vi) Hay que demostrar que I(xk) � I(xk+1).Sigamos usando la notai�on de la prueba de v).Supongamos que Ik > Ik+1. Entones omo sk > 0skIk > skIk+1:Y sabemos por v) que fk � fk+1. En onseuenia,fk + skIk > fk+1 + skIk+1diho de otro modo U(xk; rk) > U(xk+1; rk)ayendo en ontradii�on, pues hemos de�nido xk en forma queU(xk; rk) = minM0\S U(x; rk)es por ello que U(xk; rk) � U(xk+1; rk):Por lo tanto I(xk) � I(xk+1).Q.E.D.
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Ha quedado demostrado el teorema 5, el ual nos die que se puede obtener una sue-si�on de puntos fxkg, donde ada xk es m��nimo loal de U(x; rk) en M0 \ S, que seaproximar�a al m��nimo loal de (Q).Lo que hae falta es enontrar una xk = x(rk), que umpla on las arater��stiasque a lo largo de este ap��tulo hemos manejado.En el ap��tulo 5, retomar�e la de�nii�on de (LICQ) y (MFCQ) y propondr�e una for-ma de onstruir x(r) a partir del umplimiento de (LICQ) o (MFCQ) en un punto �xm�inimo loal de (Q).


