Capitulo 4

Algoritmos de minimizaciéon de
puntos interiores

4.1 Generalidades sobre los algoritmos de minimizacion

de puntos interiores
En esta seccion expongo las definiciones y los teoremas relacionados con los algoritmos
de minimizacién de puntos interiores del texto [5]. No obstante, las demostraciones de
mi trabajo son mds detalladas en comparacién con las de Fiacco-McCormick.
Partimos del problema (Q) que estd definido en el capitulo 3.

Sea I: R™ — R con las siguientes propiedades:

i) I es continua en la regién

M’ ={z € R"|gj(x) >0 jeJ}

22
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i) Para cada sucesién {z*} C M° que converge a zy de modo que g;(zo) = 0 al menos
para una j € J, entonces:

lim I(2*) = .
k—oc

Dada s: r € R — R, con las propiedades de que si > ry > 0, entonces s(ry) >
s(rq) > 0y para cada {ry} con

lim T = 0,
k—o0

se tiene que

lim s(ry) = 0.
k—o00

Definicién: Un algoritmo de minimizacién de puntos interiores es el que pro-

cede de la siguiente manera:

1 Definimos la funcién U(z,m) = f(x) + s(r)I(z) con respecto a la variable z y

donde r; > 0 es fija. Como punto inicial tomaremos a xq € M°.

2 Procediendo de xy encontramos z(r;) que es un minimo local de U(z,r;) en M.

z(ry) serd minimo local mientras esté en M°, de otro modo Ulz(r;), 7] = oo.

3 Con base en x(ry) encontramos un minimo local de U(z,r3) donde r; > ry > 0.

4'Y asi encontramos un minimo local de U(z, ;) partiendo de z(ri_1) para una suce-

sién estrictamente mond6tona decreciente {ry}.
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Tanto L,(x) como P,

», (r) son ejemplos de funciones del tipo U(:,r) que se utilizan

en los algoritmos de minimizacién de puntos interiores. A toda funcién que sea del tipo

U(z,r) le llamaremos funcién de minimizacién no restringida interior.

Con la funcion:

L.(z) = f(z) — erngj(x)

es notorio que

I(z) =— Zlngj(x)

jed
es continua en M° y adem4s si tenemos una sucesién {z*} que converge a z, de modo

que gj,(xo) = 0 al menos para alguna j, € J, entonces:

lim —In g;,(2") = +o00
k—o0

consecuentemente

por lo que esta seleccion para I(z) satisface las dos condiciones que se piden.

Luego s(r) = r cumple con los requisitos de una funcién s(r), pues si r; > ry > 0,

entonces s(ry) > s(r2) > 0y si hay una sucesién {ry} tal que

lim r, =0,
k—o0

también

lim s(ry) = 0.
k—o0
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Y para P, (z):

la seleccidon

s(ra) =73

cumple con las caracteristicas mencionadas.

Por ello, en los algoritmos de minimizacién de puntos interiores, las funciones L, (x)
y P, (z) son buenos candidatos para funcién de minimizacién no restringida interior
U(z,r). Sélo faltaria encontrar un par [z(r),v(r)] que se adpte a las condiciones ex-

puestas en el supuesto d) de la pagina 18.

Ejemplo 4.1:

Consideremos el problema (Q) con

fla,y) =a" +y°

M={(z,y) ER* | g1 =y—2>0, gg=a+y >0}

Obviamente, la solucién es (8).

En la figura 4.1 se puede ubicar a la regién M.
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2+ 4

Figura 4.1: Regién factible del ejemplo, delimitada por dos rectas.

Como funcién de minimizacion no restringida interior U usaremos la logarithmic penal-

ty function L,(x,y) con (x,y) € R Entonces
s(ry=r
y la funcién I(z,y) seria:

I(x,y) = =Y Ingj(x) = —In(y — x) — In(z +y)
jeJ
por lo tanto, la funcién L, (x,y) tiene la forma:

Ly(z,y) = 2* +y* —rln(y —z) — rIn(z +y)

Usando la condicion necesaria de primer orden, tenemos que

2r + - =0
y—x T+
y
r r
2y — - =0
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Resolvemos para x:

z(r) =0

y despejamos también y:
y(r) =r

Veamos que sucede con el par [x(r),y(r)] cuando r — 0.

Para z(r):

limz(r) =lim0 =0
r—0 r—0

y para y(r)

limy(r) = lirré\/; =0 =0.
r—

r—0

Por lo tanto, el par [z(r), y(r)] = (7), minimo local de (Q), cuando r — 0.

En la seccién 4.2, las pruebas muestran que una funcién de minimizacién no restringida

interior sirve para aproximarnos a la soluciéon del problema original.

4.2 Pruebas de convergencia en algoritmos de pun-
tos interiores

En este capitulo veremos bajo qué condiciones los algoritmos de minimizaciéon de pun-
tos interiores nos llevan al minimo local del problema (Q), por medio de las funciones

de minimizacién no restringida interior U(x, r).

Probaremos la existencia de un minimo local de la funcién no restringida U(z, ) que

converge al minimo local del problema (@) que si tiene restricciones.
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Lema 2 ([5],p.46) :
Sean V' C R"™ un conjunto compacto no vacio y f: V' — R una funcién continua.

Entonces existe un valor finito ¢* y un punto z* € V', donde
flz*)=c" = mvin f(z).

Demostracion:
El conjunto {f(z) | = € V} debe estar acotado inferiormente, de no ser asi, existiria

una sucesiéon {z*} C V tal que

lim f(z") = —oc0.
k—o00

Como V es compacto, la sucesién {z*} no puede tender a infinito cuando k — oo,

entonces existe una subsucesién que también denotaremos {z*}, tal que
{e¥} = 2

con T € V. Pero si

lim f(a*) = —o0 # £(2)

k—oo

entonces f no seria continua en £ € V', lo que es contradictorio. Luego la funcién f
esta acotada inferiormente.

Sea

¢ = inf f(x).

zeV

Existe una sucesién {z*} con f(z*) — ¢*. Si 2% — 2*, por la continuidad de f sabemos

que f(z*) = ¢*, por lo tanto

f(z*) = ¢ = min f(z).

zeV

Q.E.D.



CAPITULO 4. ALGORITMOS DE MINIMIZACION DE PUNTOS INTERIORES29

Corolario 1 ([5], p.46):
Sea M el conjunto factible, S un conjunto compacto, M? el interior de M y M°NS # (),
F(z) una funcién continua en M°N S con la propiedad de que para cada secuencia {z*}

donde 2% € M°N S y {z*} converge a y € (M — M°)N S, tenemos

lim F(2%) = oo.
k—o00

Entonces existe un valor finito ¢ y un punto z € M° N S tal que

F(z) =¢= min F(z).
(#) = ¢= min F(z)

Demostracién:

Tomemos cierta z° € M° N S y definamos W de la siguiente manera:

W={xeM’nS | F(z) < F(z°)}.

Si
F(2°) = min F(z
() = min F(x)
entonces existirfa Z = z° con F(Z) = ¢ quedando demostrado el corolario. De lo

contrario, existe x! € W para el cual, si

F(z') = min F(z)

MOns
entonces existiria z = 2! con F(z) = ¢ llegando al resultado buscado. De lo contrario,

existe 22 € W, donde otra vez, si

F(2*?) = min F(z)

MOoNS

entonces existiria z = x? con F(z) = ¢ quedando demostrado el corolario. Si no, existe

x® € W, y asi sucesivamente, nos encontramos con una sucesién {z*} donde cada

ke Ww.
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Digamos que z¥ — 3.

Se sabe que y € M NS ya que M NS es un conjunto cerrado.

Hay dos opciones, y € M°NS 6y e (M — M°)NS. No obstante, siy € (M — M°)NS
entonces:

lim F(z*) = oo
k—o0

lo cual es imposible, porque entonces {z*} no estaria en W.

Por lo tanto y € M°N S.

k

Luego, ya que F(z*) < F(2°) para toda 2¥ € {z*} y por la continuidad de F en

M° N S tenemos que necesariamente:
F(y) < F(2°)

o sea que y € W. Luego, W es cerrado y ademds compacto. Por lo tanto F'(x) tiene

un minimo en W:

inf F(z)= mwi/n F(z).

MONS

Q.E.D.

Definicién: Dada una funcién de minimizacién no restringida interior U(z, ), un
punto z(r) es un minimo local de U(z,r) si existe un conjunto compacto V' para el
cual:

Ulxz(r),r] = min U(x,r)

MONV
y z(r) esta contenido en el interior de V.

Esta definicién se encuentra en [5], p. 46.
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Definicién: Sea V C R". Un conjunto no vacio V* C V es llamado conjunto aislado
de V si existe un conjunto cerrado E C R" tal que V* C E°, donde EY es el interior de

E,ysiz € E\V* entonces x ¢ V. Referencia en [5], p. 46

Antes de probar la convergencia de los algoritmos de minimizacién de puntos interiores,
es necesario considerar un teorema fundamental relativo a los conjuntos compactos que

poseen minimo local.

Este teorema dice que si un conjunto que tiene minimo local es compacto, contiene
en su interior a otro conjunto compacto, de tal forma que el minimo local del primer

conjunto es minimo global en este tltimo conjunto.

Definicion: Sea A* el conjunto de minimos locales de (Q) correspondientes al
valor ¢:

A*={z € M | Z es un minimo local con f(z) = ¢}

Teorema 4 ([5], p.47):

Sea A* el conjunto de minimos locales de (Q) correspondientes al valor ¢, un sub-
conjunto aislado, no vacio y compacto de A = {x € M | f(z) = ¢}, entonces existe
un conjunto compacto S C R" tal que A* C S° donde S° es el interior de S, y para

cualquier punto y € M NS, si y ¢ A*, entonces f(y) > ¢.

Demostracién:
Ya que A* # (), A* C Ay A* es un conjunto aislado de A, existe un conjunto cerrado

no vacio E C R™, con A* C E° tal que si z € E'\ A*, entonces = ¢ A.
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Para toda z € A*, hay una vecindad abierta U(Z) de = en forma que f(z) =¢ < f(z)

para cada = € U(z) N M.

Consideremos el conjunto:

G=Juw

TEA*

la unién de todas las vecindades U(Z) sobre A*.

G es abierto, A* C Gy f(z) > ¢ con x € GN M. Dado S un conjunto compacto

que cumple con:

A*cSc SCcGNE.

Tal conjunto S debe existir, de lo contrario usamos el mismo G N E como conjunto S.

Hay que demostrar que siy € M NSy y ¢ A*, entonces f(y) > ¢.

Comoy € MNS C MNG, luego f(y) > ¢. Ademds M NS C GN E, esto im-
plica que y € E. Perosi y ¢ A*, entonces y € E'\ A*. Tomando en cuenta que A* es

un conjunto aislado de A, se sigue que

yg A

C.

descartando asi la posibilidad de que f(y)

Por lo tanto, si y € (M NS)\ A* entonces

fly) > e

Q.E.D..
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Teorema 5 (Convergencia para conjuntos compactos con minimo local por

algoritmos de minimizacién de puntos interiores) :

Consideremos el problema (Q) y supongamos que los siguientes requisitos se satisfacen:

a) La funcién U(z,r) = f(z) + s(r)I(z) es una funcién de minimizacién no restringida

interior.

b) El conjunto A* = {Z € M | T es un minimo local de (Q) con f(Z) = ¢} es un

subconjunto compacto, aisaldo, no vacio de A = {x € M | f(x) = ¢}.

c) A*N CIM° # (), donde CIM? es la clausura de M°.

d) {rr} es una sucesién con r; > 1t > 0y rp — 0 cuando k — co..

Entonces se cumplen:

i) Existe un conjunto compacto S como esta dado en el teorema 4, tal que A* C S°

y para r;, suficientemente pequefia el minimo no restringido de U en M° N SO existe y

cada punto limite de cualquier sucesién {z*} de minimos locales estd en A*.

i) limg o0 s(ry) I (z%) = 0.

i) limg_ o0 f(2%) = €.

) limy_yo0 U2k, 74) = €.
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v) La sucesion {f(z*)} es tal que f(x*) > f(aFT1).

vi) La sucesion {I(z*)} es tal que I(z*) < I(z*+1).

Demostracién:
i) Por el teorema 4 y el supuesto b), existe S C R" tal que A* C S° y para toda
ye MNScony¢gA* f(y) > ¢

Definamos z* en forma que:

Uz, ry) = nin Uz, ).

Cada z* existe, por el corolario 1 y en base a que U(z,r;,) es continua en M°N S.

Sin perder la generalidad, consideremos una sucesién de minimos {2*} donde z* — 3/°

cuando k — oo, hay que demostrar que y° € A*.

Al ser {z¥} € M° N S entonces {z*} C M N S que es un conjunto cerrado. Por

ello, si z*¥ — 4°, concluimos que y°* € M N S.

Haremos la demostracién indirectamente suponiendo que y° ¢ A*.

Como y* € M NS yy® ¢ A*, por el teorema 4: f(y°) > c.

Por el supuesto ¢), hay al menos un z € A*NCIM°, por lo que existe una sucesién

{2*} € MO tal que 2F — 2z € A*.
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k

Dado que f(z) = ¢, 2* — 2z, f(y°) > ¢y f es continua en M°, existe 2° € {2*} que

cumple con:
c< fa”) < f(y°)  (41)
pero si

k . .
U(z®, ) = Ar/[rtl)lmr}g Uz, rg)

entonces

Uxk,ry) <U@° )
o lo que es lo mismo
F@®) +s(rp) (%) < f(2) + s(ri)(2°).  (4.2)

Sabemos que z*¥ — y°, para esto hay dos casos.

Caso I: y° € M.

Si y° € MY entonces limy o I(2*) = I(y°).

Como la desigualdad (4.2) es vélida para toda k, se cumple:

lim [f(2%) + s(re) I(2%)] < lim [f(2°) + s(rg) I (2°)]

k—o0 T k—oo

Por los supuestos a) y d) sabemos que limy . s(ry) = 0, por lo tanto, al resolver el

limite anterior

F@O) +0xI(y°) < f(2°) +0x*I(z%)
FO°) < f(2°).

Llegando a una contradiccién con (4.1).
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Caso II: y" € M\ M°.

Siy® € M\ M° entonces limy o I(2%) = +0c.

Consideramos de nuevo la desigualdad
F(@®) 4 s(ri)I(z®) < f(2°) + s(rp)I(2°)

que viene de

U(xk,Tk) < U(xU, k).

Como limy_,o I(2¥) = +o0c, entonces a partir de cierta k tenemos I(2*) > 0. Y ademas

s(rg) > 0 para toda k, se sigue que
Flah) < f(2®) + s(ri)I(z*) < f(2°) + s(re) I(2”)
tomando los extremos de la expresion anterior tenemos que
fa®) < f(a) + s(re)I(2°)
haciendo el limite cuando k£ — oo de ambos lados llegamos a

Fy°) < f(a)

y caemos de nuevo en contradiccién con respecto a (4.1).

Por lo tanto y° € A*.

Ademas si y° € A* C S° como la sucesién {zF} € MON S es tal que 2% — y° € SO,

entonces a partir de cierta k, la sucesién {z*} estard contenida en M° N S°.
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i) Hay que demostrar que s(ry,)I(xz*) — 0 cuando k — ooc.
Consideremos una sucesién z¥ — 3°. Para esto hay, nuevamente, dos casos.
Caso I: y° € MO,

Si y% € MO
lim s(ry)I(2%) = 0% I(y°) = 0.

k—o0

Obteniendo lo que queremos mostrar.
Caso IT: y° € M \ M°.

Si y° € M\ MY entonces limy_,o I(2%) = 4+o0c. Recordemos también que, por i),

Y e A*.

Al igual que en la prueba de i), a partir de cierta k, I(z*) > 0. Luego s(ry)I(z*) > 0

desde dicha k en adelante. Si 4) no fuera cierta, existiria una subsucesién en forma que

lim s(r)I(z%) > € > 0.

k—o0

Por el supuesto c), existe z € A*NCIM°. Entonces hay una sucesién {2} C M° con

zF — z. Tomamos un valor z° € {z*}, para el cual:
F(@%) +s(ri)I(2°) > f2*) + s(ri)I(a*) > f(a*) + %
Hacemos el limite cuando k& — oc:

') = f) + 5 =

(@]
+
N | ™
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para cualquier z° € {2*}.

Esto implicaria que

lim f(z") = f(2) > f(y°),

k—oc
lo que es una contradiccién pues si z, y° € A*, entonces f(z) = f(y°) = ¢ Por lo tanto

lim s(ry,)I(2z*) = 0.

k—o0

iii) Hay que demostrar que f(z*) — ¢ cuando k — oo.

lim f(a") = f(y°)

k—oo
por i), 4y € A*. Por lo tanto

lim f(z") = ¢
k—o0

i) Hay que demostrar que U(z*, ) — € cuando k — oc.

lim U(z*,r}) = kli_)rgo[f(a:k) + s(rp) I (2%)).

k—o0
Por ii) e iii):

lim [f(z%) + s(rp) ()] =c+0 =c.

k—oco
De este modo

lim U(2*,r) = é.
k—oc
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v) Hay que demostrar que f(z*) > f(a**1).

Sea fF = f(z%), s = s(ry) e I¥ = I(z*).

k — : < k+1
U(.CC :rk) ]\r/[%lﬂns U(.CC,Tk) = U(IL‘ 7Tk)

del mismo modo

U rp ) < U(F rpy).
Expresamos cada U en base a las funciones f, s e I:
fE4 sk < fEAT R Rt (4.3)
fk—l—l + Sk-l—l[k-l—l < fk + Sk+llk (44)

skt1

multiplicamos (4.3) por = > 0:

Sk+1 Sk+1
- fk 4 Sk-l—l[k S - fk-l—l 4 Sk-l—l[k—l—l (45)
S S

sumamos (4.4) con (4.5)

k+1 k+1
S s
fk+1 + Sk+1[k+l 4 - fk 4 Sk+IIk S fk + Sk+1[k 4 - fk+1 4 Sk+1[k+1
s s
al eliminar términos, obtenemos

sht! k k+1 sht! k+1 k
s—kf + /7 < ?f + f

multiplicando por s* > 0:
Sk—l—lfk + Skfk—l—l S Sk—l—lfk-l—l + Skfk
cumpliéndose también

Skfk+l _ Sk+1fk+l < Skfk _ Sk+1fk
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factorizando
(Sk . Sk—|—1)fk-|—1 < (Sk o Sk+1)fk

k+1

y como s* > s entonces podemos dividir entre s* — s¥*!' > 0 sin afectar el sentido

de la desigualdad, llegando a

fk+1 S fk-

Por lo tanto f(z*) > f(z*+1).

vi) Hay que demostrar que I(z*) < I(z*+1).

Sigamos usando la notacién de la prueba de v).

Supongamos que I* > I**!. Entonces como s¥ > 0
FLY LSLS Lan)
Y sabemos por v) que f¥ > ¥+ En consecuencia,
fk + Sklk > fk+1 4 Sk[k+1
dicho de otro modo
U(a* ry) > U@ )

cayendo en contradiccién, pues hemos definido ¥ en forma que

k . .
U(.CC :rk) - ]\r/lnolmr}g U(.CC,Tk)

es por ello que

U(xk,rk) < U(xk+1,rk).

Por lo tanto I(z*) < I(z*+1).

Q.E.D.
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Ha quedado demostrado el teorema 5, el cual nos dice que se puede obtener una suce-
si6n de puntos {z*}, donde cada z* es minimo local de U(z,r;) en M° NS, que se
aproximard al minimo local de (Q).

Lo que hace falta es encontrar una ¥ = z(r;), que cumpla con las caracteristicas

que a lo largo de este capitulo hemos manejado.

En el capitulo 5, retomaré la definicién de (LICQ) y (MFCQ) y propondré una for-
ma de construir z(r) a partir del cumplimiento de (LICQ) o (MFCQ) en un punto &

minimo local de (Q).



