
Cap��tulo 3Fun
iones auxiliares
Tomemos en 
uenta el problema donde no hay e
ua
iones 
omo restri

iones:(Q) min ff(x) j x 2Mgdonde M = fx 2 Rn j gj(x) � 0 j 2 Jg:Asumamos, para el resto del trabajo que:a) �x es m��nimo lo
al de (Q).b) Para 
ada ve
indad de �x existe un punto x0 en el 
ual las restri

iones son es-tri
tamente satisfe
has, esto es que gj(x0) > 0, j 2 J .
) �x 
umple la 
ondi
i�on su�
iente de optimalidad de segundo orden 
on �v 2 Rp,�v = (�v1; �v2; :::; �vp) tal que �vjgj(�x) = 0tal que �vj > 0 si gj(�x) = 0 (propiedad 
ono
ida 
omo 
omplementaridad estri
ta). Side�nimos B(�x) y J0(�x) en forma an�aloga al 
ap��tulo anterior. Por la 
omplementaridad17
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ta tenemos que B(�x) = J0(�x).Consideraremos una perturba
i�on de la 
ondi
i�on su�
iente de optimalidad de segundoorden para que �x sea un m��nimo lo
al.d) Supongamos que para 
ualquier r las siguientes 
ondi
iones se 
umplen en alg�unpunto [x(r); v(r)℄ 
er
ano a (�x; �v):gj[x(r)℄ > 0; j 2 J (3:1)vj(r)gj[x(r)℄ = r > 0; j 2 J (3:2)vj(r) � 0; j 2 J (3:3)DxL[x(r); v(r)℄ = Df [x(r)℄�Xj2J vj(r)Dgj[x(r)℄ = 0 (3:4)y que para todo z 2 Rn tal que Dgj[x(r)℄z = 0, j 2 B(�x) se 
umple:zT fD2f [x(r)℄� Xj2J0(�x) vj(r)D2gj[x(r)℄gz > 0: (3:5)Despejando vj(r) de (3:2) y sustituyendo en (3:4) obtenemos:Df [x(r)℄�Xj2j rgj[x(r)℄Dgj[x(r)℄ = 0 (3:6)que es la derivada en x(r) de la fun
i�on 
ono
ida 
omo Logarithmi
 Penalty Fun
-tion (Lr(x)): Lr(x) = f(x)� rXj2J ln gj(x):La 
ondi
i�on ne
esaria para que x(r) sea un m��nimo lo
al de Lr(x) queda satisfe
hapor (3:4).
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La matr��z de la segunda derivada de Lr(x) ser��a:D2Lr(x) = D2f(x)�Xj2J rgj(x)D2gj(x) +Xj2J Dgj(x) rg2j (x)DTgj(x):e) Supongamos ahora que 
uando r! 0, x(r)! �x.Esto impli
ar��a que rgj [x(r)℄ y rg2j [x(r)℄ tendieran ambas a 
ero para j 62 J0(�x) pues:limr!0 gj[x(r)℄ = gj(�x) > 0
uando j 62 J0(�x).Enton
es la matriz de la segunda derivada evaluada en x(r) se redu
e a:D2Lr[x(r)℄ = D2f [x(r)℄� Xj2J0(�x) rgj[x(r)℄D2gj[x(r)℄+ Xj2J0(�x)Dgj[x(r)℄ rg2j [x(r)℄DTgj[x(r)℄:Si 
onsideramos aquellos ve
tores z 2 Rn tales que Dgj[x(r)℄z = 0, j 2 J0(�x),obtenemos enton
es que: zTfD2Lr[x(r)℄gz > 0al apli
ar el resultado (3:5) del supuesto d).Por otro lado, podemos de
ir que:limr!0 rg2j [x(r)℄ = +1para j 2 J0(�x). Ya que, por la parte (3:2) del supuesto d) podemos despejar r y expresarnuestro l��mite de la siguiente manera:limr!0 vj(r)gj[x(r)℄g2j [x(r)℄ = limr!0 vj(r)gj[x(r)℄



CAP�ITULO 3. FUNCIONES AUXILIARES 20f) Si vj(r)! �vj, j 2 J0(�x) 
uando r! 0, tendr��amos:limr!0 vj(r)gj[x(r)℄ = �vjgj(�x) = �vj0 = +1:Por lo tanto, para toda z 2 Rn tal que Dgj[x(r)℄z 6= 0:zTfD2Lr[x(r)℄gz > 0: (3:7)Ya tenemos la 
ondi
i�on su�
iente de optimalidad de segundo orden para que Lr(x)tenga un m��nimo lo
al en x(r) mediante la perturba
i�on de la 
ondi
i�on su�
iente deoptimalidad de segundo orden que se 
umple en �x.Sin embargo, hasta aqu�� no se ha demostrado la existen
ia de un punto [x(r); v(r)℄ que
umpla 
on las 
ondi
iones anteriormente exigidas.Una fun
i�on similar a Lr(x) se puede derivar del supuesto:g) Sea vj(r) = �2j , j 2 J . Si vj(r)gj[x(r)℄ = 0 enton
es, �jgj[x(r)℄ = 0. Bus
amos �jen forma que: �jgj[x(r)℄ = r� > 0; j 2 J:Dado que �j = r�gj [x(r)℄ y vj(r) = �2j , enton
es el enun
iado (3:4) del supuesto d) puedeser expresado de la siguiente manera:Df [x(r)℄�Xj2J r2�g2j [x(r)℄Dgj[x(r)℄ = 0:Esto indi
a que la derivada de la fun
i�on:Pr�(x) = f(x) + r2�Xj2J 1gj(x)es 
ero en x(r).



CAP�ITULO 3. FUNCIONES AUXILIARES 21Obtenemos la segunda derivada de la fun
i�on Pr�:D2Pr�(x) = D2f(x)�Xj2J r2�g2j (x)D2gj(x) +Xj2J Dgj(x) 2r2�g3j (x)DTgj(x)y al igual que en Lr(x), el 
umplimiento de la 
ondi
i�on su�
iente de optimalidad desegundo orden para que �x sea un m��nimo lo
al de f(x) impli
a que x(r), 
on r peque~na,satisfaga la 
ondi
i�on su�
iente de optimalidad de segundo orden y sea un m��nimo lo
alde la fun
i�on no restringida Pr�(x).Los algoritmos de minimiza
i�on de puntos interiores se basan en en
ontrar m��nimoslo
ales no restringidos para Lr(x) o Pr�(x) en la regi�on donde las restri

iones delproblema (Q) son estri
tamente satisfe
has, o sea en:M0 = fx 2 Rn j gj(x) > 0 j 2 Jg:La idea es que mientras r es m�as peque~na, nuestro valor x(r) se aproximar�a 
ada vezm�as al m��nimo lo
al restringido de la fun
i�on original del problema (Q).Las t�e
ni
as de minimiza
i�on que usan a las fun
iones Lr(x) y Pr�(x) pertene
en ala 
lase de los algoritmos de minimiza
i�on de puntos interiores, pues los puntosx(r) que emplean di
has t�e
ni
as, est�an dentro de M0 que es el interior de la regi�on M .En el 
ap��tulo 4 expli
ar�e 
on mayor detalle 
�omo se rela
ionan las fun
ionesauxiliares Lr(x) y Pr�(x) 
on los algoritmos de minimiza
i�on de puntos interiores.


