Capitulo 3

Funciones auxiliares

Tomemos en cuenta el problema donde no hay ecuaciones como restricciones:

(@) min{f(z)|ze M}

donde
M={zxeR"|gj(x)>0 jeJ}

Asumamos, para el resto del trabajo que:

a) T es minimo local de (Q).

b) Para cada vecindad de T existe un punto 2 en el cual las restricciones son es-

trictamente satisfechas, esto es que g;(z°) > 0, j € J.

¢) Z cumple la condicién suficiente de optimalidad de segundo orden con v € RP,
v = (04,0, ..., Up) tal que

v9(2) =0
tal que v; > 0 si g;(z) = 0 (propiedad conocida como complementaridad estricta). Si

definimos B(Z) y Jo(z) en forma analoga al capitulo anterior. Por la complementaridad
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estricta tenemos que B(Z) = Jo(7).

Consideraremos una perturbacién de la condicién suficiente de optimalidad de segundo

orden para que Z sea un minimo local.

d) Supongamos que para cualquier r las siguientes condiciones se cumplen en algin

punto [z(r),v(r)] cercano a (Z,9):

g5l (r)] >0, je g (3.1)
v;(r)g;lz(r)] = r >0, jed (3.2)
v;(r) >0, jed (3.3)

DoLla(r),o(r)] = Df[a(r)] = Y _v;(r)Dg;[a(r)] =0 (3.4)

jeJ

y que para todo z € R" tal que Dg,[z(r)]z =0, j € B(z) se cumple:

D fla(n)] = Y wi(r)Dgsl(r)]}z > 0. (3.5)

jEJo(E)

Despejando v;(r) de (3.2) y sustituyendo en (3.4) obtenemos:

g;lx(r)]

Df[x(r)] =)

Jej

Dgjlz(r)] =0 (3.6)

que es la derivada en z(r) de la funcién conocida como Logarithmic Penalty Func-
tion (L,(z)):
L.(z) = f(z) — erngj(:z:).

jet

La condicién necesaria para que z(r) sea un minimo local de L,(z) queda satisfecha

por (3.4).
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La matriz de la segunda derivada de L, (z) seria:

9i(x)

D’L.(x) = D*f(z) = Y

jes

D’gj() + ) Dg;j() D" g;(x).

r
2
el 9; (z)

e) Supongamos ahora que cuando r — 0, z(r) — Z.

Esto implicaria que OIS PHED) tendieran ambas a cero para j ¢ Jy(Z) pues:

lim g;[z(r)] = g;(z) >0

r—0

cuando j & Jo(Z).

Entonces la matriz de la segunda derivada evaluada en x(r) se reduce a:

r

ey Pl 32 Dale(] D gl ()]

- 2

D’L,[x(r)] = D*fla(r)]— )

JEJo(Z)
Si consideramos aquellos vectores z € R" tales que Dg,[z(r)lz = 0, j € Jo(Z),

obtenemos entonces que:

DL, [x(r)]}z >0

al aplicar el resultado (3.5) del supuesto d).

Por otro lado, podemos decir que:

r
lim ———— = +¢
r—0 gZ[x(r)]

para j € Jy(Z). Ya que, por la parte (3.2) del supuesto d) podemos despejar r y expresar

nuestro limite de la siguiente manera:

lim M = lim Uj(T)
r=0  g3la(r)] r=0 gjlz(r)]
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f) Si vj(r) = v, j € Jy(z) cuando r — 0, tendriamos:

i ) vy
r=0 gjlz(r)]  gi(z) 0

Por lo tanto, para toda z € R" tal que Dg;[z(r)]z # 0:
DL, [x(r)]}z > 0. (3.7)

Ya tenemos la condicién suficiente de optimalidad de segundo orden para que L,(x)
tenga un minimo local en z(r) mediante la perturbacién de la condicién suficiente de
optimalidad de segundo orden que se cumple en z.

Sin embargo, hasta aqui no se ha demostrado la existencia de un punto [z(r), v(r)] que

cumpla con las condiciones anteriormente exigidas.

Una funcién similar a L,(x) se puede derivar del supuesto:
g) Sea v;(r) = A3, j € J. Siwvj(r)g;[z(r)] = 0 entonces, A;g;[z(r)] = 0. Buscamos );
en forma que:

Aigilz(r)]=ry>0, je.

Dado que \; = 2y v;(r) = A3, entonces el enunciado (3.4) del supuesto d) puede
J
ser expresado de la siguiente manera:

Dfe(n)] = 3 s Daila(r)] = 0.

Esto indica que la derivada de la funcién:

1
gi(x)

P (2) = f(z) +13)

jeJ

es cero en z(r).
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Obtenemos la segunda derivada de la funcién B, :
2 2 5 27“,\ Ty
jeJ g] jeJ
y al igual que en L,(z), el cumplimiento de la condicién suficiente de optimalidad de
segundo orden para que T sea un minimo local de f(z) implica que x(r), con r pequena,
satisfaga la condicion suficiente de optimalidad de segundo orden y sea un minimo local

de la funcién no restringida P, ().

Los algoritmos de minimizacion de puntos interiores se basan en encontrar minimos

locales no restringidos para L,(z) o P, (x) en la regién donde las restricciones del

P

problema (@) son estrictamente satisfechas, o sea en:
M= {z € R"|gj(x) >0 jeJ}

La idea es que mientras r es mas pequena, nuestro valor z(r) se aproximara cada vez

mas al minimo local restringido de la funcién original del problema (Q).

Las técnicas de minimizaciéon que usan a las funciones L,(z) y P, (x) pertenecen a
la clase de los algoritmos de minimizacién de puntos interiores, pues los puntos

z(r) que emplean dichas técnicas, estan dentro de M que es el interior de la regién M.

En el capitulo 4 explicaré con mayor detalle como se relacionan las funciones

auxiliares L,(z) y Py, (z) con los algoritmos de minimizacién de puntos interiores.



