
Cap��tulo 2Con
eptos generales
Denotemos 
on Rn al espa
io eu
lideano de dimensi�on n y R el espa
io eu
lideano dedimensi�on 1. Sea Ck(Rn; R) el 
onjunto de fun
iones 
 : Rn ! R que son k ve
es 
on-tinuamente diferen
iables.De�ni
i�on: Sea el 
onjunto fa
tible M de�nido de la siguiente manera:M = fx 2 Rn j hi(x) = 0; i 2 I = f1; :::; mggj(x) � 0; j 2 J = f1; :::; pgg
on hi; gj 2 C1(Rn; R), i 2 I, j 2 J , fun
iones a las que se les 
ono
e 
omo restri

iones.De�ni
i�on: Llamaremos punto fa
tible a toda x 2M .De�ni
i�on: Sean M � Rn y f : Rn ! R. Un punto �x 2 M es un m��nimo lo
alde (P ) si existe una ve
indad U(�x) de �x tal que f(x) � f(�x) para toda x 2 U(�x) \M .De�ni
i�on: Sean M y f 
omo en la de�ni
i�on anterior. Un punto �x 2M es m��nimoglobal de (P ) si f(x) � f(�x) para toda x 2M .3
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Dada f 2 C1(Rn; R), el problema (P ) de en
ontrar m��nimos lo
ales de f en M � Rnse expresa de la siguiente manera:(P ) minf f(x) j x 2MgUn m��nimo lo
al �x de (P ) debe estar en M y enton
es gj(�x) � 0, j 2 J . A partir deesto podemos 
onstruir para �x 2 M un 
onjunto J0(�x) = fj 2 J j gj(�x) = 0g al 
ualllamaremos 
onjunto de ��ndi
es a
tivos de �x 2M . Ahora es estable
emos una 
ondi
i�onne
esaria para que �x sea un m��nimo lo
al de (P ).Sea x 2 Rn un ve
tor 
olumna de�nido por medio de sus 
omponentes x1; :::; xn. Da-da una fun
i�on z 2 C1(Rn; R), Dz(�x) ser�a el ve
tor �la (�z(�x)�x1 ; �z(�x)�x2 ; :::; �z(�x)�xn ). Y seaD2z(�x) = D[Dz(�x)℄ la matriz

D2z(�x) = 0BBBBBBB�
�2z(�x)�x1x1 �2z(�x)�x1x2 : : : �2z(�x)�x1xn�2z(�x)�x2x1 �2z(�x)�x2x2 : : : �2z(�x)�x2xn... ... . . . ...�2z(�x)�xnx1 �2z(�x)�xnx2 : : : �2z(�x)�xnxn

1CCCCCCCA
Condi
i�on ne
esaria de optimalidad de primer orden:Si �x es un m��nimo lo
al de (P ), enton
es existen 
oe�
ientes reales � � 0, �i, i 2 I y�j � 0, j 2 J0(�x), no todos 
ero, tales que:�Df(�x) � Xi2I �iDhi(�x) � Xj2J0(�x)�jDgj(�x) = 0 (2:1)La prueba se halla en [2℄ p�agina 19.



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 5Una vez que tenemos un m��nimo lo
al �x de (P ), este puede poseer 
iertas 
uali-dades 
on respe
to a las fun
iones hi, i 2 I, gj, j 2 J de M . Llamamos a di
has
ualidades 
onstraint quali�
ations. Nos enfo
aremos en dos 
onstraint quali�-
ations: Linear Independen
e Constraint Quali�
ation (LICQ) yMangasarian-Fromovitz Constraint Quali�
ation (MFCQ).Linear Independen
e Constraint Quali�
ation (LICQ):Se di
e que (LICQ) se 
umple en �x 2M si y solo si los gradientes fDhi(�x); Dgj(�x) j i 2I; j 2 J0(�x)g son linealmente independientes.Es notorio que el he
ho de que (LICQ) se 
umpla en �x es una 
ondi
i�on muy fuerte.La siguiente 
onstraint quali�
ation exige menos, 
omo veremos en el teorema 1.Mangasarian-Fromovitz Constraint Quali�
ation (MFCQ):Se di
e que (MFCQ) se 
umple en �x 2 M si y solo si:i) Dhi(�x); i 2 I son linealmente independientes.ii) Existe un ve
tor w 2 Rn tal que:Dhi(�x)w = 0; i 2 I;Dgj(�x)w > 0; j 2 J0(�x):Para futuras referen
ias, es 
onveniente enun
iar el siguiente lema.



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 6Lema 1 ([3℄, teorema 10.4.7):Dados los ve
tores ai, bj, 
k 2 Rn, 
on i = 1; :::; ma, j = 1; :::; mb y k = 1; :::; m
. Unay solo una de las siguientes posibilidades se 
umple:i) El sistema �Tai < 0 ; i = 1; :::; ma ; ma � 1�T bj � 0 ; j = 1; :::; mb ;�T 
k = 0 ; k = 1; :::; m
 :es soluble 
on � 2 Rn.ii) Existen n�umeros reales �i � 0, i = 1; :::; ma, �j � 0, j = 1; :::; mb y 
k, k = 1; :::; m
,de forma que: maXi=1 �iai + mbXj=1 �jbj + m
Xk=1 
k
k = 0
on maXi=1 �i > 0Ahora es posible abordar los siguientes teoremas.Teorema 1:Sea �x 2M . Si (LICQ) se 
umple en �x, enton
es (MFCQ) se 
umple en �x.Demostra
i�on:Si (LICQ) se 
umple en �x, enton
es fDhi(�x); Dgj(�x) j i 2 I; j 2 J0(�x)g son lineal-mente independientes. Luego fDhi(�x) j i 2 Ig deben ser linealmente independientes,



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 7de lo 
ontrario existir��a un 
onjunto fui 2 R j i 2 Ig donde no todos los valores son
ero, en forma que: Xi2I uiDhi(�x) = 0de ah�� que Xi2I uiDhi(�x) +Xj2J0 0 �Dgj(�x) = 0:Lo 
ual indi
ar��a que los gradientes fDhi(�x); Dgj(�x) j i 2 I; j 2 J0(�x)g son lineal-mente dependientes pero enton
es 
aer��amos en 
ontradi

i�on.Enton
es fDhi(�x) j i 2 Ig deben ser linealmente independientes, 
umpli�endose i) de(MFCQ).Para 
ontinuar 
on la demostra
i�on, es ne
esario resaltar antes que si los ve
toreswk 2 Rn, k 2 K = f1; :::; mwg son linealmente independientes, enton
es tambi�enlos ve
tores �wk, k 2 K deben ser linealmente independientes, de lo 
ontrario existir��aun 
onjunto de n�umeros reales, no todos 
ero f
kg tales queXk2K 
k(�wk) = 0o lo que es lo mismo XK2 �
kwk = 0pero 
omo �
k, k 2 K es un 
onjunto de reales no todos son 
ero, la expresi�on an-terior impli
ar��a que los ve
tores wk, k 2 K son linealmente dependientes, llegando auna 
ontradi

i�on. Por lo tanto, si wk 2 Rn, k 2 K son linealmente independientes,�wk, k 2 K deben ser tambi�en linealmente independientes.Sigamos 
on la demostra
i�on.
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Sabemos que al ser fDhi(�x); Dgj(�x) j i 2 I; j 2 J0(�x)g ve
tores linealmente inde-pendientes, enton
es tambi�en los ve
tores f�Dhi(�x);�Dgj(�x) j i 2 I; j 2 J0(�x)g sonlinealmente independientes, por lo tanto no se puede dar el 
aso de que existan n�umerosreales ui, i 2 I, vj � 0, j 2 J0(�x) 
onXj2J0(�x) vj > 0de modo que: Xj2J0(�x) vj[�Dgj(�x)℄ +Xi2I ui[�Dhi(�x)℄ = 0:Enton
es, por el lema 1, el sistema[�Dhi(�x)℄� = 0; i 2 I[�Dgj(�x)℄� < 0; j 2 J0(�x)debe ser soluble 
on � 2 Rn. Multipli
ando en ambos lados de las expresiones anteriorespor �1, tenemos que el sistema Dhi(�x)� = 0; i 2 IDgj(�x)� > 0; j 2 J0(�x)es, obviamente, soluble; 
umpli�endose as�� la parte ii) de (MFCQ) en �x.Enton
es, si (LICQ) se 
umple en �x, enton
es (MFCQ) se 
umple en �x.Q.E.D.Pasemos al siguiente teorema que aso
ia a (MFCQ) 
on un m��nimo lo
al �x 2M .



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 9Teorema 2:Si se 
umple (MFCQ) en �x y �x es un m��nimo lo
al de (P ), enton
es existen reales�i, i 2 I y �j � 0, j 2 J0(�x) tales que:Df(�x)�Xi2I �iDhi(�x)� Xj2J0(�x)�jDgj(�x) = 0Demostra
i�on:Al ser �x m��nimo lo
al de (P ) sabemos, por la 
ondi
i�on ne
esaria de optimalidad deprimer orden, que existen valores reales � � 0, �i, i 2 I y �j � 0, j 2 J0(�x), no todos
ero, tales que la e
ua
i�on (1) se 
umple. Para demostrar el teorema, basta probar que� 6= 0.Supongamos enton
es que � = 0. Enton
es tendr��amos que:�Xi2I �iDhi(�x)� Xj2J0(�x)�jDgj(�x) = 0que es equivalente a la expresi�onXi2I (��i)Dhi(�x) + Xj2J0(�x)�j[�Dgj(�x)℄ = 0 (2:2)
on Xj2J0(�x)�j > 0: (2:3)La desigualdad (2.3) es 
ierta porque siXj2J0(�x)�j = 0enton
es �j = 0, j 2 J0(�x). Y tendr��amos queXi2I (��i)Dhi(�x) = 0



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 10pero 
omo ya � = 0 y 
ada �j = 0, j 2 J0(�x), enton
es no pueden ser 
ero todoslos multipli
adores ��i, i 2 I. Luego los ve
tores fDhi(�x) j i 2 Ig ser��an linealmentedependientes, lo que es una 
ontradi

i�on pues hemos asumido que (MFCQ) se 
umpleen �x. De manera que Xj2J0(�x)�j > 0:Por el lema 1, al 
umplirse (2.3) y la e
ua
i�on (2.2), el sistema:Dhi(�x)� = 0; i 2 I;[�Dgj(�x)℄� < 0; j 2 J0(�x)no ser��a soluble, y enton
es tampo
o lo ser��a el sistemaDhi(�x)� = 0; i 2 I;Dgj(�x)� > 0; j 2 J0(�x)lo 
ual es 
ontradi
torio, dado que hemos supuesto que (MFCQ) se 
umple en �x.Dado esto, es imposible que � = 0. Luego � > 0.As�� que la e
ua
i�on�Df(�x) � Xi2I �iDhi(�x) � Xj2J0(�x)�jDgj(�x) = 0puede ser dividida entre �. Resultando de esto:Df(�x)�Xi2I �0iDhi(�x)� Xj2J0(�x)�0jDgj(�x) = 0donde �0i = �i� 2 R, i 2 I y �0j = �j� � 0, j 2 J0(�x).Q.E.D.



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 11Dar�e ahora unos ejemplos para los 
uales �uni
amente emplear�e las fun
iones gj : R2 !R, j 2 J .Ejemplo 2.1:Consideremos el 
onjunto fa
tible:M = f(x; y) 2 R2 j g1(x; y) = y � x � 0; g2(x; y) = x+ y � 0gEn la Figura 2.1 se pueden observar las gr�a�
as de las siguientes restri

iones en unave
indad del punto (�x; �y) = �00�.En este 
aso:
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Figura 2.1: La regi�on fa
tible est�a delimitada por dos re
tas.
Dg1(�x; �y) = (�1; 1)Dg2(�x; �y) = (1; 1)Como Dg1(�x; �y) y Dg2(�x; �y) son linealmente independientes, adem�as de que existe



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 12�01� = w tal que: Dgj(�x; �y)w > 0; j 2 J0(�x)Enton
es tanto (LICQ) 
omo (MFCQ) se 
umplen en (�x; �y) = �00�.Ejemplo 2.2:De�namos nuestro 
onjunto fa
tible de la siguiente manera:M = f(x; y) j g1(x; y) = 2y � x2 � y2 � 0; g2(x; y) = y � x2 � 0gComo se puede apre
iar en la Figura 4.1, nos enfo
amos en una ve
indad del punto(�x; �y) = �00�.En este 
aso:

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

g
2
 

g
1
 

Dg
1
 

Dg
2
 

M 

(0,0) 

Figura 2.2: En este ejemplo no se 
umple (LICQ) en �00�:



CAP�ITULO 2. CONCEPTOS GENERALES 13Los gradientes de las fun
iones g1 y g2 son:Dg1(x; y) = (�2x; 2� 2y)Dg2(x; y) = (�2x; 1):Evaluamos en (�x; �y) = �00�:Dg1(�x; �y) = (0; 2)Dg2(�x; �y) = (0; 1):Estos ve
tores son linealmente dependientes. No obstante, si existe w = �01� tal que:Dgj(�x; �y)w > 0; j 2 J0(�x)Por lo tanto en (�x; �y) se 
umple (MFCQ) pero no (LICQ).Ejemplo 2.3:Consideremos al 
onjunto fa
tible de la siguiente forma:M = f(x; y) j g1(x; y) = y � x2 � 0; g2(x; y) = �x2 � y � 0gVeamos Si (LICQ) y (MFCQ) se 
umplen para (�x; �y) = �00�. Ver la Figura 2.3.Los gradientes de g1 y g2 evaluados en �00� son:Dg1(�x; �y) = (0; 1)Dg2(�x; �y) = (0;�1)Como Dg1(�x; �y) y Dg2(�x; �y) son linealmente dependientes y no existe w 2 R2 tal queDgj(�x; �y)w > 0, j = 1; 2. Enton
es no se 
umplen (LICQ) ni (MFCQ) en �x = �00�.
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Figura 2.3: En este 
aso, M 
onsiste en un solo punto.
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Para ha
er m�as sen
illas las f�ormulas en el futuro, de�nir�e la fun
i�on LagrangianaL(x; a; b) aso
iada al problema (P ) donde a 2 Rm y b 2 Rp:L(x; a; b) = f(x)�Xi2I aihi(x)�Xj2J bjgj(x):Y sean DxL(x; a; b) y D2xxL(x; a; b) tales que:DxL(x; a; b) = Df(x)�Xi2I aiDhi(x)�Xj2J bjDgj(x)D2xxL(x; a; b) = D2f(x)�Xi2I aiD2hi(x)�Xj2J bjD2gj(x):Ya 
on esta de�ni
i�on, podemos pasar al teorema 3.Teorema 3 (Condi
i�on su�
iente de optimalidad de segundo orden):Sean las fun
iones del problema (P) f; hi; gj 2 C2(Rn; R), i 2 I, j 2 J . Supongamosque existen ve
tores �v 2 Rp y �u 2 Rm tales que (�x; �v; �u) 
umplan:gj(�x) � 0; j 2 J;hi(�x) = 0; i 2 I;�vjgj(�x) = 0; j 2 J;�vj � 0; j 2 J;DxL(�x; �v; �u) = 0y que para 
ada z 2 Rn diferente de 
ero 
on:
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i)Dgj(�x)z = 0, j 2 B(�x) donde B(�x) = fj 2 J j �vj > 0g,ii) Dgj(�x)z � 0, j 2 J0(�x) nB(�x) yiii) Dhi(�x)z = 0, i 2 I,tenemos que: zT [D2xxL(�x; �v; �u)℄z > 0:Enton
es �x es un m��nimo lo
al de (P).La prueba de este teorema se halla en ([5℄, pp. 30, 31).En el siguiente 
ap��tulo nos enfo
aremos en los problemas de optimiza
i�on 
uyasrestri

iones no 
ontienen fun
iones del tipo hi(x) = 0, i 2 I y modi�
aremos las 
ondi-
iones del teorema 3, para obtener en base a esto 
iertas fun
iones auxiliares que nosayudan a tradu
ir el problema original a uno sin restri

iones.


