Capitulo 3

Solucion de la Ecuaciéon de
Propagacion

Se ha encontrado ya una expresion muy manejable de la ecuacién de dispersiéon. En
este capitulo tal ecuacién sera resuelta para estructuras periddicas en general. Poste-
riormente se procedera a estudiar algunos casos particulares de interés como lo son los
pulsos rectangulares. Esto permitira observar algunas desventajas que ofrece la uti-

lizacién de tal perfil de pulsos y la opcidn que se tiene para resolver estas desventajas.

3.1 Generalidades

Para una fibra éptica de longitid L y un tren de pulsos A(z,T) se tiene la ecuacién

diferencial
0A 1 0% A

9 "2 (3:1)

con A(z =0,7) = f(r) y f de la forma
f(r)=f(r+T)

es decir, peridédica con periodo T', recuérdese que z y 7 son adimensionales como se ha

indicado en el capitulo anterior. Se busca la forma de A(z,7) para cualquier distancia
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z, en particular para la salida. Esto es, la forma de la senal en cierta distancia, y en

funcién del tiempo: A(z = L, 7).

Para la solucion de esta ecuacidén se utilizard el método de Fourier. Una funcién

periédica como f(7) se puede escribir en su serie de Fourier como

)= > calz)e ™" (3.2)
con coeficientes
1 [T/2 _
Cn = = (T)et™n"dr (3.3)
T J 7/

Es obviamente imposible calcular todos los coeficientes de la serie de Fourier pues es-
ta es infinita. Sin embargo, es posible asegurar que para un nimero grande de términos

la funcion quedard suficientemente bien aproximada, es decir
N/2
f(r) = E Cn(2)e™nT.
n=—N/2
Para N suficientemente grande el error de aproximacién serd ~ O(e™), los limites de

la serie se establecen de esa manera puesto que la funcién f(7) que se elige es simétrica.

La ecuacion 3.1 se re-escribe

: ocn 1 ,
i _nefsz I § : Cn(_wz)efzw'r

I—— = — =W, Cy (3.4)
con coeficientes en la entrada (z = 0)

cn(z=0)=C" (3.5)
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Esto quiere decir que 3.4y 3.5 representan un sistema de n ecuaciones diferenciales.
Ahora seran resueltas cada una de estas ecuaciones con el fin de obtener la forma general
de la funcién A(z, 7) en cualquier longitud de la fibra.

La ecuacién 3.4 se escribe

con condicion inicial 3.5 puede ser resuelta por separacién de variables, resultando ser

cn(2) = Clexp {%wiz} (3.6)
De esta manera podemos conocer la forma de los pulsos de salida, los coeficientes

de Fourier para la senal de salida son

cn(z=L) = Cexp {%wiL} (3.7)

y la solucién deseada para el tren de pulsos para cualquier longitud de la fibra éptica

es
N/2

2
Az, 1) = Z C? exp {Zw;z - iwnT} : (3.8)

n=—N/2

Esta es la forma general del tren de pulsos en cualquier punto sobre el eje de propa-

gacién. Obsérvese que si z = 0 se recupera la forma original de la funcién f(7).

3.2 Casos Particulares

Ahora consideremos el caso en que los pulsos de entrada de la fibra son rectangulares

y centrados en el origen, esto es:

f[) xr € (—a0/2,a0/2)
0 z¢(—ap/2,a0/2)

f(r) =
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Los coeficientes de la senal de entrada de la fibra se calculan como se indica en 3.3,

de modo que

1 T/2

o= | foenti
T —7/2
0 __ fO iwn€|T/2
Cn = iTwne |_T/2
2
C) = TZ:O sen(w,7/2).

Es apropiado definir la funcién seno cociente o sinc de la siguiente manera

sin(a)

sinc(o) = , sinec(0) =1

«

con la finalidad de expresar los coeficientes como

C0 = %smc (%) (3.9)
o alternativamente, teniendo en cuenta que w, = z%n
C0 = %sinc (W%n) (3.10)
y claramente
JoT
CY="2-.
°T

Las expresiones 3.9 y 3.10 son equivalentes, sin embargo con la segunda es mas
facil realizr los cdlculos correspondientes. De este modo, recordando que fy = Ag se
obtiene la expresién especifica de A(L,t) para este caso:

N/2 2p

A
A(L,t) = Z %sinc(w%n) exp{iwg —iwnt} (3.11)

n=—N/2

con modulo cuadrado

|A|2 = (Z cgcosﬁn)Q + (Z cgsmﬁny
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Serie de Fourier de un pulso rectangular
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Figura 3.1: Se muestra el efecto Gibbs para un pulso rectangular.

y fase

0 .
9 = arety {M] _

> P cosd,
Estas expresiones seran de utilidad para realizar los calculos correspondientes en el

lenguage de programacion FORTRAN.

3.2.1 Efecto Gibbs

En el resultado obtenido para el caso de un pulso rectangular se puede notar que
cerca de los puntos de discontinuidad la serie de Fourier se separa notablemente de la
funcién original. De la definicién de serie de Fourier se esperaria que mientras se le
anaden términos las graficas serdn mas y mas parecidas. Sin embargo, esto no parece
cumplirse, pues la gréifica de la serie siempre tiene unas oscilaciones fuertes que se
alejan de la grafica original en las regiones cercanas a las discontinuidades, lo cual es

una aparente contradiccion a la teoria de Fourier. Este efecto se conoce como efecto



CAPITULO 3. SOLUCION DE LA ECUACION DE PROPAGACION 28

Gibbs. La explicacion de este fenémeno se puede hallar en la definicién de la serie de
fourier para una funcién f(7):
o0

f(r) = Z € rT con los coeficientes ¢, definidos igual que antes

—00

Para justificar esta definicion es necesario demostrar un teorema de convergencia,
la serie de Fourier debe converger uniformemente a la funcién f(7). Es necesario notar
que en el teorema de convergencia se utiliza como métrica la norma de la integral de
las funciones, de modo que lo que converge a f es la grafica de la serie y no la serie.
Dicho en otras palabras, el area comprendida entre las graficas de las funciones es lo
que tiende a anularse y no la distancia maxima entre ellas. El resultado de esto es que
la grifica de la serie (Fig. 3.1) tendrd frecuencias de amplitud de un 18% [3] mds que
la funcién original cerca de cada una de las discontinuidades.

El primero en notar este efecto fue A.A.Michelson (célebre por la invencién de ins-
trumentos de medicién de alta presicién como el interferémetro) cuando fabricé una
maquina para producir graficas. Intentd graficar la funcion de diente de sierra intro-
duciendo 80 coeficientes de Fourier, Gibbs aclard que esto se debia a una confusion dada
la ambiguedad de términos [13], confusién que ha sido aclarada en esta seccién y que
Gibbs aclaré en dos cartas sucesivas a la revista Nature. Este efecto es también conoci-
do como efecto Wilbraham-Gibbs por haber sido Wilbraham quien descubrié primero
el efecto, unos sesenta anos antes que Gibbs.

La manera de eliminar las complicaciones es introducir un pulso continuo que tenga
forma parecida a la deseada. El perfil adecuado para este fin es el del pulso supergau-

siano que tiene la forma
f(r) = foexp {—(t/To)N} ;

donde N es el orden del pulso y debe ser par. Para valores grandes de N se puede
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Figura 3.2: Correccion del efecto Gibbs

observar que la forma se aproxima a la de un pulso rectangular. La géafica 3.2 representa
la serie de Fourier de un pulso supergausiano de orden 10. El perfil supergausiano es
de gran utilidad para realizar los cdlculos de propagacion de pulsos en fibras 6pticas.
Por otro lado se debe anadir que se considera que no existen pulsos rectangulares en la
naturaleza, sino contornos suaves y continuos, de modo que es absolutamente justificable

el uso de pulsos con perfil supergausianos en la teoria de propagacién.

3.2.2 Efecto Talbot

Son ampliamente conocidos los efectos de difraccién en la rendija (i.e. abertura rect-
angular) y en la rejilla (i.e. varias aberturas iguales con la misma separacion), en este
punto es conveniente establecer una analogia entre tales casos y los pulsos en la fibra.

El efecto Talbot en el caso de la difraccion se da para las rejillas periddicas. Este

efecto debido a la interferencia provoca que la forma del campo sea periddica a lo largo
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de el eje de propagacién, Fox Talbot descubri6 este fenémeno en 1836 y se conoce
también como efecto de autoimagen.

A continuacién sera descrito matematicamente este efecto introduciendo analogias
apropiadas entre difraccién y dispersién. El campo U(z,y) transmitido detrds de la

rejilla con z el eje de propagacién de acuerdo a la notacién de Goodman [6] se escribe:

U = [ [ vtenen {Elw-et+ - faemn @2

donde z es el eje transversal de la rejilla (i.e. el eje donde es periddica), y en el eje
y la rejilla es constante, la integral aqui presentada ya ha pasado por la aproximacién
de Fresnell, donde la distancia de observacién es mayor al tamano de la rejilla aun que
del mismo orden. La analogia con el caso del tren de pulsos se realiza haciendo los

siguientes cambios de variable:

T —
y — x
z = oz
Puesto que en el caso de los pulsos, la senal serd captada sobre el eje de propagacién,
el campo solamente dependera de z y de ¢, mientras que la rejilla en direccién y no

cambia, por lo que

Ute2) o [ Ut 0)eap {3 - €} e

o0

El campo justo detras de la rejilla se puede escribir en serie de Fourier de la siguiente
manera

oo
U(z,0) = Z Be n* con v, = 21vn

que tiene exactamente la misma forma que el tren de pulsos de entrada (ec. 3.2). De

este modo sabemos que la analogia es posible y que el campo en la entradad de la fibra
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tiene la misma expresiéon matematica:
A(z = +0,t) = Z COetwnt con wy, = 2mn/T.
Para la rejilla se obtiene entonces la expresion

Uz, 2) = mp;zkz Y B, ex/ exp {% [(z — )] } de. (3.13)

]

que se conoce como integral de Fresnel y que tiene como solucion

Ulx, Z Bexplim(nv)*\2]expli2nvna] Z Bpexp {ﬂl/nz wnx}

que de nuevo tiene exactamente la forma matematica del tren de pulsos, esta expre-

sién se presenta a continuacién para comparar facilmente:

2
= ZCg exrp {z% - iwnt} .

De las expresiones del campo para ambos casos se puede observar que para que se
repita la forma original de la rejilla o de los pulsos, es necesario que la primera parte
del exponente sea igual a 27, por tal razén, la distancia de talbot en el caso de la rejilla
serd zrqy = 2/(v*)\), mientras que para los pulsos serd

T2
ZTal = 7

Se puede concluir que la analogia matematica se presenta desde el planteamiento de
los problemas, es decir que existe una relacion matematica entre la integral de Fresnel
3.13 y la ecuacion de dispersion 3.1. La importancia del efecto Talbot radica en que
es posible recuperar senales a diferentes distancias debido a los efectos de interferencia
entre pulsos. Los parametros importantes en este caso serian la constante de sispersion
B2 v el periodo de la senal T, el primero depende de la fibra en si misma y el segundo
de la capacidad tecnolégica de producir pulsos ultracortos suficientemente cercanos uno
de otro. El comportamiento de los trenes de pulsos sera estudiado con mas detalle en

este trabajo.



