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Resumen

Se prueba la validez y efectividad del modelo GBW basado en el concepto de satura-
ción de gluones para pequeños valores de Q2 y x. Con tan solo tres parámetros se logra
obtener una buena descripción de datos experimentales de dispersión inelástica profunda
por debajo de x = 0.01. Esto incluye una comparación entre ajustes con conjuntos de da-
tos diferentes y distintas contribuciones de las masas de los quarks. Se pretende mejorar
la calidad de los ajustes a través del método de minimización χ2 y el cálculo del valor
χ2
red, además de identificar los factores que afectan la efectividad de los resultados. En

adición, se obtienen resultados para la sección eficaz reducida del partón σ±r,NC (x,Q2)
en una dispersión positrón-protón utilizando un código computacional en Python.

Palabras clave: Cromodinámica cuántica, dispersión inelástica profunda, sección
eficaz, saturación, funciones de distribución de partones, fotón, quarks, gluones.
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4.1. Modelo Estándar de partı́culas elementales . . . . . . . . . . . . . . . . 7

4.1.1. Quarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
4.1.2. Leptones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.1.3. Bosones de gauge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4.1.4. Bosones escalares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
4.1.5. Las cuatro fuerzas fundamentales . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4.2. Amplitud de Dispersión y Sección Eficaz . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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1. Introducción
Los procesos de dispersión en colisionadores de hadrones de altas energı́as pueden

ser clasificados como ”duros” o ”suaves”. La cromo dinámica cuántica (QCD) es la
teorı́a fundamental que explica todos estos procesos, pero el enfoque y el nivel de com-
presión necesario es muy diferente para cada caso. Para los procesos duros, e.g. el bosón
de Higgs o la alta producción de jets pT , las tasas y las propiedades de los eventos se
pueden predecir de manera precisa utilizando teorı́a de perturbaciones. Para los procesos
suaves, e.g. la sección eficaz total, el evento fundamental, etc., las variaciones y propie-
dades son dominadas por efectos QCD no perturbativos, los cuales son más complejos
de entender. Para muchos procesos duros, las interacciones suaves ocurren simultánea-
mente junto con las interacciones fuertes y además, sus efectos deben ser estudiados con
el fin de realizar comparaciones con las predicciones perturbativas. La comprensión co-
rrecta de las variaciones y caracterı́sticas de las predicciones para procesos duros, tanto
de las señales como los fondos, se logra utilizando cromo dinámica cuántica perturbativa
(pQCD), la cual es crucial para ambos, el Tevatron y el LHC [24].

Un descubrimiento sorprendente en HERA es la razón del rápido crecimiento de la
función estructural del protón, F2(x,Q

2), conforme la variable Bjorken de escala, x,
disminuye para valores de x pequeños con virtualidades del fotón Q2 > 10 GeV 2. Las
colaboraciones ZEUS y H1 han extendido la medición de F2 hacia un valor deQ2 de 1.5
GeV 2. Uno de los aspectos mas interesantes de la información reciente es la persistencia
a los valores mas bajos de Q2 del rápido crecimiento de F2 con una x decreciente. En
años recientes, varios experimentos han realizado análisis de ajustes globales en escalas
ligeramente arriba de 1.5 GeV 2, debido a esto es que el determinar para que valores de
Q2 el comportamiento de F2 es dominado por contribuciones no perturbataivas se ha
convertido en una duda inquietante. Las múltiples mediciones de la sección eficaz de la
dispersión inelástica profunda inclusiva (DIS) de un proceso lepton-proton han sido de
vital importancia para poder comprender la subestructura quark-gluon del protón. Las
mediciones de la función estructural del protón F2 publicadas por HERA han demostra-
do que F2 continua aumentando considerablemente con x decreciente hasta los valores
mas bajos de Q2 alcanzados. Además, resulta que los datos pueden describirse con éxito
mediante QCD perturbativa en el rango cinemático medido, utilizando el método princi-
pal junto a las ecuaciones de evolución QCD de orden principal, que posteriormente se
ha utilizado para extraer la densidad de gluones en el protón para baja x [10].

En dispersión inelástica profunda (DIS) el concepto básico de saturación se relaciona
a la transición de altos a bajos valores de Q2 como uno observa en la sección eficaz total
γ ∗ p. Este tipo de saturación ocurre cuando la longitud de onda del fotón 1/Q alcanza
la misma magnitud que el tamaño del protón. En el documento se presenta otro aspecto
de la saturación, el cual es inherente a DIS para pequeños valores de x. En este régimen
los partones dentro del protón conforman un sistema denso con recombinación e inter-
acción mutua lo que conduce a la saturación de la sección eficaz total. Ambos aspectos
de la saturación están relacionados fuertemente con el confinamiento y la unitaridad.
Mientras que el ultimo puede ser abordado de forma perturbativa, el primero es genui-
namente no perturbativo. El enfoque que se escogió puede ser llamado fenomenologı́a
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inspirada en QCD y sigue como ejemplo la teorı́a de las referencias. Existen diversos
modelos basados en diferentes teorı́as, pero la estrategia que se adopta en el análisis con-
siste en determinar tres parámetros libres: σ0, λ y x0, por medio de ajustes para valores
de x ≤ 0,01 [16].

2. Justificación
Este tema es de suma importancia debido a que se busca estudiar a detalle las inter-

acciones que existen entre partı́culas elementales a través de aproximaciones en los pro-
cesos de altas energı́as, en especı́fico, el proceso de dispersión inelástica profunda (DIS).
Estos procesos son derivados de la rama de la fı́sica llamada cromodinámica cuántica
(QCD) la cual estudia la interacción fuerte entre quarks mediada por gluones, en este
trabajo se revisan las consecuencias de la saturación de gluones, el cual es un aspecto
interesante que en ocasiones no se estudia, pero es imperativo estudiarlo debido a que
podemos extraer información relevante sobre el comportamiento de partı́culas como los
hadrones, protones, piones, entre otros. Esta teorı́a es esencial para comprender el mo-
delo estándar de fı́sica de partı́culas, el cual ha llamado la atención por su simplicidad y
elegancia. En especı́fico, el enfoque de esta tesis es estudiar a detalle el modelo de satura-
cion GBW y verificar que siga siendo una buena herramienta para describir el fenómeno
de saturación de gluones de una interacción DIS con la intención de optimizar resulta-
dos. Se espera que este estudio aparte de comprender la teorı́a del modelo estándar y la
cromodinámica cuántica también ayude a impulsar nuevos descubrimientos en experi-
mentos de colisionadores de partı́culas. Para investigaciones futuras se motiva a trabajar
en otros modelos estadı́sticos para compararlos entre sı́ y obtener un mejor entendimien-
to de la estructura interna de un hadrón con finalidad de contribuir a la descripción del
universo.

3. Objetivos
Replicar los resultados más sobresalientes del artı́culo de investigación ‘Saturation

Effects in Deep Inelastic Scattering at Low Q2 and its Implications on Diffraction’, el
cual busca obtener una descripción correcta de todos los datos de la dispersión inelástica
profunda que ocurre para valores por debajo de x = 0.01 a través del desarrollo de un
modelo basado en el concepto de saturación para valores pequeños de Q2 y x. Revisar la
actualización de los resultados en el artı́culo de investigación ’DIS: an update’ y realizar
un ajuste capaz de mejorar la calidad de aquél de la actualización al optimizar el valor
de χ2 reducido. Por último tomar una perspectiva diferente al seleccionar otro conjunto
de datos diferente al empleado en trabajos anteriores y ajustar una ecuación nueva que
contiene los mismos 3 parámetros, la cual investiga el comportamiento de la sección efi-
caz reducida para un rango especı́fico de Q2 y xBj .
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4. Marco Teórico

4.1. Modelo Estándar de partı́culas elementales
Nuestra mejor comprensión de cómo las partı́culas fundamentales y tres de las fuer-

zas se relacionan entre sı́ se resume en el Modelo Estándar de fı́sica de partı́culas. Desa-
rrollado a principios de la década de 1970, ha explicado con éxito casi todos los resulta-
dos experimentales y predicho con precisión una amplia variedad de fenómenos. Con el
tiempo y a través de muchos experimentos, el modelo estándar se ha consolidado como
una teorı́a fı́sica bien probada. El modelo estándar es una teorı́a cuántica de campo, la
cual mezcla varios conceptos de la mecánica cuántica con aquellos de la relatividad es-
pecial de Einstein [2].

Toda la materia que nos rodea está hecha de partı́culas elementales, los componen-
tes básicos de la materia. Son doce partı́culas las cuales componen nuestro universo, se
reduce a solo doce unidades todo lo existe en el mundo la materia, estas partı́culas se
dividen en dos grupos distintos llamados quarks y leptones. Cada grupo consta de seis
partı́culas, que están relacionadas en pares o “generaciones”. Las partı́culas más ligeras
y estables forman la primera generación, mientras que las partı́culas más pesadas y me-
nos estables pertenecen a la segunda y tercera generación. Toda la materia estable del
universo está formada por partı́culas que pertenecen a la primera generación; cualquier
partı́cula más pesada se descompone rápidamente en otras más estables. Los seis quarks
se emparejan en tres generaciones: up quark y down quark forman la primera generación,
seguidos por el charm y strange, luego el top y botton. Los quarks también se agrupan en
tres “colores” diferentes y sólo se mezclan de tal manera que forman objetos incoloros.
Los seis leptones están dispuestos de manera similar en tres generaciones: el electrón y
el neutrino electrónico, el muón y el neutrino muónico, y el tau y el neutrino tauónico. El
electrón, el muón y el tau tienen carga eléctrica y una masa considerable, mientras que
los neutrinos son eléctricamente neutros y tienen muy poca masa. [2].

Quarks Leptones
up (u) electrón (e−)

down (d) neutrino electrónico (ve)
strange (s) muon (µ−)
charm (c) neutrino muónico (vµ)
bottom (b) tau (τ−)

top (t) neutrino tauónico (vτ )

Tabla 1: Partı́culas fundamentales de la materia [5].

4.1.1. Quarks

La existencia de los quarks se teorizó por primera vez en 1964 en el trabajo de dos
fı́sicos, Murray Gell-Mann y George Zweig, ambos en el Instituto de Tecnologı́a de
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California (CalTech), pero que llegaron a la conclusión de que los quarks existen inde-
pendientemente unos de otros. Aunque la teorı́a era astuta, no tuvo éxito de inmediato
porque no habı́a evidencia experimental de los quarks. Esto ocurrió cuatro años después,
en 1968, en el Stanford Linear Accelerator Center (SLAC) en California. Fı́sicos experi-
mentales dispararon electrones, y luego muones a protones, y encontraron evidencia de
que los electrones y los muones se estaban dispersando de tres partı́culas más pequeñas
contenidas dentro de los protones, cada una de estas partı́culas más pequeñas tenı́a su
propia carga eléctrica. Estas partı́culas son los quarks. Resulta que en realidad hay seis
tipos o sabores de quarks en total como se menciono un par de párrafos atrás. Cada uno
tiene su propio conjunto de números cuánticos y sus masas son muy diferentes, siendo
los quarks up y down los menos masivos y el quark top el más pesado, con una masa más
de 61.000 veces más masiva que el quark up. No se comprende del todo por qué deberı́a
ser tan masivo, pero se descompone rápidamente en quarks menos masivos. La única
razón por la que los cientı́ficos saben que existen los quarks top y bottom es porque los
aceleradores de partı́culas como el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) son capaces
de producirlos brevemente [11].

Los quarks no existen por si solos en condiciones normales. Siempre están unidos
por la fuerza nuclear fuerte, lo que les permite formar partı́culas compuestas llamadas
hadrones. Las partı́culas formadas por dos quarks se denominan mesones, y las partı́cu-
las formadas por tres quarks se denominan bariones, que incluyen protones (dos quarks
up y uno down) y neutrones (un quarks up y dos down). En el universo moderno, los
quarks pesados son bastante escasos fuera del laboratorio. Sin embargo, anteriormente
en el universo temprano la materia era mucho más energética por lo que estos quarks
más pesados eran mucho más comunes y tuvieron un rol importante que desempeñar en
las reacciones que tuvieron lugar en el universo temprano. Este es una de las razones por
las que los fı́sicos de partı́culas dicen que sus experimentos les permite mirar hacia atrás
en la historia del universo [11].

Los quarks llevan una carga eléctrica fraccionada de valor, ya sea -1/3 o +2/3 veces
la carga elemental (donde el electrón tiene de unidad -1 ), dependiendo del sabor. Los
quarks up, charm y top tienen una carga de +2/3, mientras que los quarks down, strange y
bottom tienen -1/3. Los quarks que determinan los números cuánticos de los hadrones se
denominan quarks constituyentes o de valencia. Por ejemplo, el protón está compuesto
por dos quarks up y un quark down, y el neutrón de dos quarks down y un quark up. Los
quarks son partı́culas de espı́n 1/2. La dirección de espı́n se llama polarización [5].

Para encajar en la teorı́a de la fı́sica cuántica, el comportamiento de los quarks se
rige por el modelo llamado cromodinámica cuántica, o QCD para abreviar. El ’cromo’
en el nombre se refiere al çolor”, no como el rojo, el verde o el azul, sino el nombre
dado a un número cuántico particular que poseen los quarks. Piense en el color como
si desempeñara el mismo papel en la fuerza fuerte que la carga eléctrica en la fuerza
electromagnética. Entonces, los colores iguales se repelen y los colores diferentes (es
decir, un color y su anticolor) se atraen, formando pares estables de quarks, y como otros
números cuánticos, también debe conservarse. El sistema de atracción y repulsión entre
quarks de colores se llama interacción fuerte, que está mediada por partı́culas portadoras
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de fuerza conocidas como gluones. Los gluones, al igual que los fotones, no tienen masa,
tienen un espı́n de 1 y no tienen carga eléctrica, pero tienen carga de color [11].

4.1.2. Leptones

Hay seis tipos conocidos de leptones (12 si contamos sus antipartı́culas). Tres de ellas
son partı́culas cargadas negativamente: electrones, muones y partı́culas tau. Los otros tres
son neutrinos, que son eléctricamente neutros. Hay un neutrino correspondiente para ca-
da tipo de leptón cargado, ası́ tenemos el neutrino electrónico, el neutrino muónico y el
neutrino tau. Estos tres leptones se llaman neutrinos porque son eléctricamente neutral.
Esto no es lo mismo que decir, por ejemplo, que el neutrón tiene carga cero. Un neutrón
está formado por tres quarks. Cada uno de estos quarks llevan una carga eléctrica. Cuan-
do se observa un neutrón desde a distancia, los efectos electromagnéticos de las cargas
de quarks se equilibran haciendo que el neutrón parezca un objeto neutro. Experimentos
que estudian la estructura del neutrón pueden determinar la presencia de objetos car-
gados dentro él. Los neutrinos, en cambio, son partı́culas fundamentales, pues estos no
tienen componentes dentro de ellos: son genuinamente neutrales. Para distinguir tales
partı́culas de aquellas cuyas cargas componentes se cancelan, diremos que los neutrinos
(y partı́culas similares) son neutros y que los neutrones (y partı́culas como ellas) tienen
carga cero [5].

Los neutrinos tienen masas extremadamente pequeñas, incluso en la escala atómica.
Los experimentos con el electrón-neutrino sugieren que su masa es menor que una diez-
milésima parte de la del electrón. Muchos fı́sicos de partı́culas creen que los neutrinos
no tienen masa alguna. Esto los convierte en los la mayorı́a de los objetos fantasmales
del universo. Mucha gente se sorprende por la hecho de que los neutrinos no tienen carga
ni masa. ¡Esto parece negarles cualquier existencia fı́sica en absoluto! Sin embargo, los
neutrinos tiene energı́a y esta la energı́a les da realidad [5].

Los leptones son una parte crucial del modelo estándar de fı́sica de partı́culas. Los
electrones son componentes importantes de los átomos, mientras que los neutrinos inun-
dan el universo y son producidos por reacciones de fusión nuclear en estrellas, ası́ como
por desintegración de partı́culas [12].

4.1.3. Bosones de gauge

La fuerte fuerza que une los quarks dentro de los hadrones es transportada por otro
tipo de diminutas partı́culas elementales llamadas gluones, que se intercambian entre
los quarks. Separar quarks individuales requiere una enorme cantidad de energı́a (no se
llama fuerza fuerte sin motivo alguno) [28]. Esta cantidad de energı́a bruta sólo exis-
tió en la naturaleza entre unas 10 milmillonésimas de segundo y aproximadamente una
millonésima de segundo después del Big Bang, cuando la temperatura era de aproxima-
damente 3,6 billones de grados Fahrenheit (2 billones de grados Celsius). Durante este
breve perı́odo inicial, el universo bebé se llenó de una forma de materia conocida como
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plasma de quarks-gluones, una sopa de partı́culas de quarks y gluones que flotan libre-
mente. A medida que la temperatura y la presión disminuyeron rápidamente a medida
que el universo bebé se expandió, los quarks se unieron, formando hadrones que final-
mente formaron la base de toda la materia visible que vemos hoy en el cosmos, desde
estrellas y galaxias hasta planetas y personas [3].

Aunque el plasma de quarks y gluones sólo existió hace 13.800 millones de años,
inmediatamente después del Big Bang, los cientı́ficos lo han recreado con éxito en ex-
perimentos con aceleradores de partı́culas rompiendo dos núcleos pesados, como el de
plomo, entre sı́ a una velocidad cercana a la de luz. La primera vez que esto se logró fue
en el Súper Sincrotrón de Protones del CERN en el año 2000. Como tal, estudiar plas-
mas de quarks y gluones en experimentos con aceleradores de partı́culas es una forma
importante de comprender mejor las condiciones en el universo después del Big Bang
[1].

4.1.4. Bosones escalares

El bosón de Higgs, descubierto en 2012 por investigadores en el LHC, tiene una ma-
sa de 125 mil millones de electronvoltios lo que significa que es 130 veces más masivo
que un protón, acorde el CERN. En adición, no tiene carga y tiene espı́n cero, un equi-
valente de carácter cuántico al momento angular. El bosón de Higgs es la única partı́cula
elemental sin espı́n [2].

Un bosón es una partı́cula ”portadora de fuerza”que entra en juego cuando las partı́cu-
las interactúan entre sı́, intercambiándose un bosón durante esta interacción. Por ejemplo,
cuando dos electrones interactúan, intercambian un fotón, la partı́cula portadora de fuer-
za de los campos electromagnéticos [27].

Debido a que la teorı́a cuántica de campos describe el mundo microscópico y los
campos cuánticos que llenan el universo con mecánica ondulatoria, un bosón también
puede describirse como una onda en un campo. Entonces un fotón es una partı́cula y
una onda que surge de un campo electromagnético excitado y el bosón de Higgs es la
partı́cula o ”manifestación cuantizada”que surge del campo de Higgs cuando se excita.
Ese campo genera masa a través de su interacción con otras partı́culas y el mecanismo
llevado por el bosón de Higgs llamado mecanismo Brout-Englert-Higgs [27].

El modelo estándar es una teorı́a que clasifica todas las partı́culas fundamentales
discutidas en función de sus propiedades e introduce reglas que determinan las interac-
ciones que pueden ocurrir entre ellas, ası́ como la frecuencia a la que ocurren. En la Fig.
(1) se muestra como tal el M.S.
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Figura 1: Modelo Estándar de partı́culas elementales.

4.1.5. Las cuatro fuerzas fundamentales

Existen cuatro fuerzas fundamentales que actúan en el universo: la fuerza fuerte, la
fuerza débil, la fuerza electromagnética y la fuerza gravitacional. Estas fuerzas actúan
en diferentes rangos y su magnitud también es distinta. La gravedad es la más débil de
ellas, pero tiene un alcance infinito. La fuerza electromagnética también tiene un alcance
infinito, pero es muchas veces más fuerte que la gravedad. Las fuerzas débil y fuerte sólo
actúan en un rango muy corto y dominan únicamente al nivel de las partı́culas subatómi-
cas. La fuerza débil es más débil que la fuerza fuerte y la fuerza electromagnética, pero
sigue siendo mucho más fuerte que la gravedad. La fuerza fuerte, como su nombre indi-
ca, es la más fuerte de las cuatro interacciones fundamentales [2].

Tres de las fuerzas fundamentales resultan del intercambio de partı́culas portadoras
de fuerza, las cuales pertenecen a un grupo más amplio llamado ’bosones’. Las partı́culas
de la materia transfieren cantidades discretas de energı́a entre sı́ mediante el intercambio
de bosones. Cada fuerza fundamental tiene su propio bosón correspondiente: la fuerza
fuerte la lleva el “gluón”, la fuerza electromagnética la lleva el “fotón” y los “bosones
W y Z” son responsables de la fuerza débil. Aunque aún no se ha encontrado, el “gra-
vitón” deberı́a ser la partı́cula portadora de fuerza de la gravedad. El Modelo Estándar
incluye las fuerzas electromagnética, fuerte y débil ası́ como todas sus partı́culas porta-
doras, y además explica muy bien cómo actúan estas fuerzas sobre todas las partı́culas
de materia. Sin embargo, la fuerza más familiar en nuestra vida cotidiana, la gravedad,
no forma parte del modelo estándar, ya que adaptar la gravedad cómodamente a este
marco ha demostrado ser un desafı́o difı́cil. La teorı́a cuántica utilizada para describir
el mundo microscópico y la teorı́a general de la relatividad utilizada para describir el
mundo macroscópico son sumamente difı́ciles de encajar en un marco único. Nadie ha
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logrado hacer que ambos sean matemáticamente compatibles en el contexto del Modelo
Estándar. Pero, afortunadamente para la fı́sica de partı́culas, cuando se trata de partı́cu-
las de escala minúscula, el efecto de la gravedad es tan débil que resulta insignificante.
Sólo cuando la materia es en masiva, a escala del cuerpo humano o de los planetas por
ejemplo, es que domina el efecto de la gravedad. Ası́ pues, el modelo estándar sigue
funcionando correctamente a pesar de excluir sin más opción una de las fuerzas funda-
mentales [2].

4.2. Amplitud de Dispersión y Sección Eficaz
Es de extrema importancia repasar los conceptos de la teorı́a de dispersión, ya que to-

do lo que sabemos sobre fı́sica nuclear y atómica se ha descubierto mediante experimen-
tos de dispersión. Dentro de esta teorı́a, la forma mas simple de describir un experimento
en el que se observa dispersión es si se lanza un haz de partı́culas hacia un potencial fijo
V (r) y después se calcula la cantidad de partı́culas que son desviadas de su trayectoria.
Para esto, se debe resolver la ecuación de Schrödinger planteando una solución en forma
de una onda plana. Podemos asumir que el conjunto de las soluciones de las ecuaciones
de todas las partı́culas forman un paquete de ondas, de esta forma todas ellas viajaran
con la misma energı́a [35]. La solución de la ecuación de onda plana será:

ψ(r) = eikr + f(θ, ϕ)
eikr

r
(1)

donde f(θ, ϕ) la amplitud de dispersión y los ángulos θ, ϕ medidos con respecto al
eje paralelo a la dirección del haz de partı́culas. Después del proceso de dispersión, la
corriente resultante será igual a la corriente inicial fluyendo a través de un área perpen-
dicular dσ:

dσ(θ, ϕ) = |f(θ, ϕ)|2dΩ (2)

donde dΩ es el diferencial de ángulo solido. De la expresión (1) podemos definir la
sección eficaz diferencial para la dispersión en direcciones θ, ϕ de la forma:

dσ

dΩ
= |f(θ, ϕ)|2 (3)
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Figura 2: (a) Onda plana incidente. (b) Solución ψ(r) con la contribución de la onda plana
mas la contribución de un onda esférica [35].

Ahora, para conocer la sección eficaz total, basta con integrar respecto al ángulo so-
lido la sección diferencial dada por la Ec. (3):

σtot =

∫
dΩ(

dσ

dΩ
) =

∫
dΩ|f(θ, ϕ)|2 (4)

Una vez que expresamos a la sección eficaz total σtot en términos de f, necesitamos
trabajar con la Ec. (1) en términos de las funciones esféricas de Bessel, las funciones
de Neumann y los polinomios de Legendre. Tras realizar un procedimiento exhaustivo
el cual es sencillo, pero largo y no cubre el rango de este trabajo se llega a la siguiente
expresión:

σtot =
4π

k
Im[f(0)] (5)

De hecho, (5) es el teorema óptico [35].

4.3. Cromodinámica Cuántica
La cromodinámica cuántica (QCD) es la teorı́a que explica la interacción fuerte y,

más en concreto, la interacción entre los quarks para formar todas las partı́culas que in-
teractúan fuertemente (hadrones), ya sean mesones donde interactúan quark y antiquark,
qq̄, o bariones donde interactúan tres quarks, qqq. La interacción entre los quarks se rea-
liza mediante el intercambio de gluones, que son los portadores de un nuevo número
cuántico, el color. El color fue introducido por Greenberg para restaurar el principio de
Pauli: dado que los quarks son partı́culas de espı́n 1/2, dos quarks del mismo tipo no
podı́an tener los mismos números cuánticos. Sin embargo, existen tres bariones, ∆++,
∆− y Ω−, formados por tres quarks uuu, ddd y sss respectivamente. Por tanto, es nece-
sario asociar a cada quark un nuevo número cuántico, el color, de tal manera que cada
quark tenga tres posibles valores diferentes. Han y Nambu introdujeron el color de ma-
nera dinámica y, posteriormente, este grupo y otros dos independientementes (D. Gross
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y F. Wilczek en Princeton, y D. Politzer en Harvard, [17], [32]]) demostraron que la in-
teracción entre quarks y gluones desaparece a distancias pequeñas, explicando por qué
los quarks se comportaban 1 como casi libres dentro del protón, tal y como habıan re-
velado los datos de Stanford sobre colisiones electrón-protón profundamente inelásticas.
Este fenómeno de importancia capital se denomina libertad asintótica, y permitió a H.
Fritzsch, M. Gell-Mann y H. Leutwyler escribir el Lagrangiano de QCD en 1973 [18].

4.3.1. Lagrangiano de QCD

En primera instancia, para poder utilizar el Lagrangiano para interacciones no per-
turbativas de QCD es necesario deducir y comprender el Lagrangiano para QED. El La-
grangiano que describe la Electrodinámica Cuántica (QED) puede deducirse imponiendo
una cierta simetrı́a, denominada invariancia gauge, al Lagrangiano de una partı́cula libre
[6]. En efecto, si consideramos el Lagrangiano

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (6)

que describe el campo ψ de un electrón libre, siendo γµ las matrices de Dirac que
satisfacen el anticonmutador

{γµ, γν} = 2gµν , (7)

con gµν el tensor métrico, y queremos que sea invariante ante las transformaciones
gauge:

ψ −→ ψ′ = exp[iqα(x)]ψ,

ψ̄ −→ ψ̄′ = exp[−iqα(x)]ψ̄, (8)

donde α(x) es una función y q la carga asociada al quark, introducimos el campo
vectorial del fotón Aµ(x) que se transforma bajo la transformación gauge como

Aµ −→ A′
µ = Aµ − ∂µα(x), (9)
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y sustituimos en el Lagrangiano (6) la derivada ∂µ por la derivada covariante

Dµ = ∂µ + iqAµ, (10)

el nuevo Lagrangiano

L = ψ̄(iγµDµ m)ψ = iψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ − qψ̄γµAµψ (11)

es invariante gauge y contiene el Lagrangiano libre L0 mas una interacción,

LQED = L0 − jµAµ, jµ = qψ̄γµψ (12)

Por tanto, la simetrı́a gauge determina la interacción. Dicha interacción se ilustra en
la Fig. (3), donde un electrón (ψ) emite un fotón (Aµ) y continúa su camino (ψ̄) [6].

Figura 3: Diagrama de la interacción en QED [6].

Para obtener el Lagrangiano completo de QED, debemos añadir a (11) el termino
que describe el campo electromagnético libre,

− 1

4
FµνFµν , Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (13)

Observemos que si el fotón tuviese masa, deberı́amos añadir al Lagrangiano el término
1
2m

2
γA

µAµ que no es invariante gauge. Por tanto, la invariancia gauge implica que
µγ = 0.
Ahora, QCD es análoga a QED reemplazando el grupo U(1) de QED (que hace que en
las transformaciones de gauge (8), (9) aparezca solamente la función α(x) y un solo
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campo de gauge Aµ(x)), por el grupo SU(3) de color, ene l que aparecen 8 funciones
αa(x), a = 1, 2, ..., 8, y 8 campos de gauge Ga

µ(x) correspondiendo a los 8 gluones.
Al proceder igual que en QED, se comienza por escribir el Lagrangiano de los quarks
libres [6]

L = Σqψ̄
j
qiγ

µ∂µψ
k
q − Σqmqψ̄

j
qψ

j
q , (14)

donde los ı́ndices j, k indican el color, j, k = 1, 2, 3, y q = d, u, s, c, b, t el tipo de
quark (sabor). Para simplificar la notación, escribiremos temporalmente un solo sabor de
quark y omitiremos el ı́ndice de color [6].

La transformación de gauge de los campos de los quarks viene dada por

ψq(x) −→ ψ′
q(x) = exp[igsαa(x)Ta]ψq(x), (15)

donde gs es la constante de acoplamiento de la interacción fuerte, y Ta son matrices
3× 3 de traza nula, generadores del álgebra del grupo SU(3) que satisfacen

[Ta, T b] = ifabcTc, (16)

con fabc las constantes de estructura del grupo (se sobreentiende que lso ı́ndices de
color de Minkowski repetidos se suman). Para mantener la invariancia gauge, necesita-
mos introducir 8 campos de gauge, los campos de los gluones, que se transforman como

Ga
µ −→ Ga

µ
′ = Ga

µ − ∂µαa(x)− gsfabcαb(x)G
c
µ , (17)

reemplazamos en (14) ∂µ por la derivada covariante Dµ, con

Dµ = ∂µ + igsTaG
a
µ (18)

LQCD = ψ̄qiγ
µDµψq −mqψ̄qψq = ψ̄qiγ

µ∂µψq − gsψ̄qiγ
µψqTaG

a
µ −mqψ̄qψq, (19)
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Al que finalmente debemos añadir el término

− 1

4
Fµν
a F a

µν , F a
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ − gsfabcG

b
µG

c
ν . (20)

En esta ecuación, el termino extra comparado con la expresión correspondiente en
QED (13), proviene del termino extra de la transformación del campo del gluón Ga

µ (17)
comparado con el fotón Aµ (9). Este termino extra es necesario para que el Lagrangiano
sea invariante, debido a que al ser la simetrı́a no abeliana (véase (16)), aparece un ter-
mino adicional al introducir (15) en (14). Si analizamos la interacción, observamos que
además de la emisión de un gluón por un quark (proveniente del segundo termino de la
interacción (19)) tenemos, de acuerdo con (20), las posibilidades de que un gluón emita
un gluón y de que dos gluones emitan dos gluones, según se ilustra en la Fig. (4). Es-
tas dos ultimas posibilidades existentes en QCD son una diferencia esencial con lo que
ocurre en QED, diferencia clave para entender los comportamientos diferentes en las
dos teorı́as. La radiación en QCD (los gluones) emite radiación. Este comportamiento
proviene del comportamiento no abeliano del grupo SU(3) de simetrı́a de QCD [6].

Figura 4: Diagrama de la interacción en QCD [6].

4.3.2. Funciones de Distribución de Partones

Las funciones de distribución de partones, también conocidas como funciones de dis-
tribución de partı́culas (PDFs, por sus siglas en inglés ’Parton Distribution Functions’),
son funciones matemáticas que describen la probabilidad de encontrar un partón (quark o
gluón) en un protón, neutrón u otro hadrón, llevando una fracción particular de la energı́a
de la partı́cula.

En el modelo de quarks y gluones que describe la estructura interna de los hadrones,
los quarks y gluones no existen como partı́culas aisladas en el estado libre debido a la
confinamiento de la cromodinámica cuántica (QCD). En cambio, estos constituyentes de
la materia están ”confinados” dentro de los hadrones [28].
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El modelo de los tres quarks, que supone que un protón o un neutrón está formado
por tres quarks libres que no interactúan en una bolsa, es demasiado simple. No puede
igualar un proceso de dispersión como la dispersión inelástica de electrones a partir de
protones. Esos quarks de valencia están incrustados en un mar de pares virtuales quark-
antiquark generados por los gluones que mantienen unidos a los quarks en el protón.
Todas estas partı́culas: quarks de valencia, sea quarks y gluones, son partones [14].

Entre los aspectos más intrigantes de la cromodinámica cuántica (QCD) está la rela-
ción entre sus grados básicos de libertad, quarks y gluones, y los estados fı́sicos observa-
bles, i.e. hadrones como el protón. Las distribuciones de partones son las cantidades más
destacadas que describen esta relación. Son pertinentes en relación con varias cuestiones
clave de la interacción fuerte como, por ejemplo:

El origen de los gluones y sea quarks dentro del protón
Las distribuciones de partones describen al protón como un sistema de muchos
quarks, antiquarks y gluones. A alta resolución, la presencia de partones con pe-
queña fracción de momento x puede entenderse en mayor parte como el resultado
de la radiación de los partones, similar a la apariencia de electrones, positrones y
fotones generados a partir de un solo electrón en una cascada electromagnética.
Esta radiación de partones se puede calcular utilizando la teorı́a de la perturbación
en el lı́mite de acoplamiento pequeño (αs). Sin embargo, la comparación con da-
tos experimentales muestra que incluso a baja resolución, el protón no sólo está
formado por quarks, los cuales poseen un tercio del momento del protón, como
uno creerı́a ingenuamente con base la conocida imagen de los quarks constitu-
yentes, donde el protón está formado por dos quarks ’up’ y un quark ’down’. En
cambio, incluso a baja resolución, el protón contiene tanto gluones como quarks y
antiquarks de bajo momento (denominados sea quarks) [28]. Estos deben ser ge-
nerados por una dinámica más allá del alcance de la teorı́a de la perturbaciones,
y su origen sigue sin ser comprendido. Tengamos en cuenta que los cálculos en
QCD reticular nos dicen que incluso la masa del protón se debe en gran medida a
la energı́a de unión de los gluones que mantienen unidos a los quarks [23].

El fenómeno del confinamiento que se manifiesta en la estructura de los ha-
drones A distancias de alrededor de 1 femtómetro (fm), la fuerza fuerte se vuelve
tan fuerte que los quarks y los gluones son confinados en hadrones y no pueden
existir como partı́culas libres. Como consecuencia, la estructura del protón difiere
profundamente de aquellos sistemas débilmente unidos, como los átomos (cuyo ta-
maño total es proporcional a la masa inversa del electrón). La distribución espacial
de los partones en el protón y su distribución en momento transversal se caracteri-
za por escalas del orden de un fm o unos cuantos cientos de MeV, los cuales son
similares a la escala de confinamiento y muy diferentes de las masasde los quarks
’u’ y ’down’. El mapeo experimental y el cálculo teórico de estas distribuciones
deberı́a mejorar nuestra comprensión del confinamiento [23].

Las funciones de distribución de partones proporcionan información sobre cómo la
energı́a total del hadrón se distribuye entre los quarks y gluones en su interior. Estas fun-
ciones son esenciales para calcular las secciones eficaces y las tasas de producción de
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partı́culas en colisionadores de partı́culas, como el LHC en el CERN.

Las PDFs dependen tanto de la fracción de momento como de la escala de energı́a
a la que se está observando el sistema. Los experimentos de dispersión profunda (por
ejemplo, experimentos DIS) han proporcionado datos valiosos para determinar estas fun-
ciones en función de la fracción de momento y la escala de energı́a [22].

El centro de investigación en fı́sica de alta energı́a ’Electron-Ion Collider’ (EIC) será
único en el mapeo de la estructura quark-gluón del protón en varias formas que llevarán
nuestro conocimiento a un nuevo nivel. En concreto, el EIC nos permitirá investigar:

la distribución de sea quarks y gluones en el espacio de momento y en el espacio
de posición, para para comprender mejor su interacción dinámica,

correlaciones entre la polarización y la distribución de partones en el espacio de
momento o en el espacio de posición, que puede considerarse como el análogo
QCD de las correlaciones espı́n-órbita en fı́sica atómica o nuclear,

el cambio de distribuciones al pasar de valores de x pequeño a x grande, para
comparar las caracterı́sticas de los sea quarks y los valence quarks y además com-
prender su relación entre sı́,

la dependencia de las caracterı́sticas anteriores en lo que se refiere al sabor del
quark. Esto es de particular interés al comparar distribuciones, i.e. ū con d̄, s̄ con
(ū + d̄)/2 o s con s̄. Las diferencias significativas entre esas distribuciones son
una huella directa de la dinámica no perturbativa porque la radiación partónica
perturbativa no es capaz de generarlas. Esto genera un interés especial en lo que
concierne a la polarización llevada por sea quarks de diferentes sabores, más allá
de su contribución al espı́n general del protón [23].

Para cuantificar estas propiedades y relacionarlas con datos experimentales, tenemos
a nuestra disposición un poderoso formalismo, que ha experimentado avances significa-
tivos en la última década y media. Las distribuciones de partones vienen en diferentes
variedades, con un nivel creciente de complejidad:

Las conocidas funciones de distribución de partones (PDF) f(x) dan la densidad
numérica de partones con fracción de momento longitudinal x en un protón que se
mueve rápidamente, donde el La dirección longitudinal está dada por el momento
del protón. Se miden en procesos inclusivos o semi-inclusivos, siendo el proceso
inclusivo el más importante, ya que es la dispersión inelástica profunda leptón-
protón (DIS). Los PDFs constituyen la columna vertebral de nuestro conocimiento
sobre estructura hadrónica [23].

Las densidades de partones dependientes del momento transversal (TMDs) f(x, kT )
describen la distribución de partones junta en su fracción de momento longitudinal
x y su momento kT transversal a la dirección del protón. Con tal de medir los las
TMDs se requiere información más detallada sobre la cinemática de un proceso
de dispersión. En la cinemática apropiada de SIDIS, el momento transversal del
hadrón detectado en su estado final puede calcularse a partir de una densidad de
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partón dependiente de kT y de una función de fragmentación dependiente de kT ,
que describe el momento transversal transferido durante la proceso de hadroniza-
ción [23].

Figura 5: Vista esquemática de un partón con fracción de momento longitudinal x y posición
transversal bT en el protón [23].

Ambas, las distribuciones de parámetros de impacto f(x, bT ) y las distribuciones de
momento transversal f(x, kT ) describen la estructura del protón en tres dimensiones, o
de forma más precisa en 2 + 1 dimensiones (dos dimensiones transversales ya sea en
el espacio de configuración o en el momento, junto con una dimensión longitudinal en
el espacio de momento). Tomemos en cuenta que en un protón en movimiento rápido,
las variables transversales desempeñan papeles muy diferentes que que el del momento
longitudinal [23].

La distribución de quarks y gluones dentro de un protón se muestra en la Fig. (6). Las
distribuciones numéricas se grafican en función de x, que se conoce como el momento
fraccionario de los constituyentes de un protón en un marco de referencia donde el protón
se mueve muy rápido. La escala de momento tı́pica en la que se investigan estos gluones
esQ2 = 10GeV 2. Notemos que por debajo de x ∼ 0,1, los gluones dominan la función
de onda del protón [29].
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Figura 6: La distribución de quarks y gluones dentro del protón [29].

Todas las distribuciones de partones dependen de una escala que especifica la reso-
lución a la que se resuelven los partones, y que en un determinado proceso de dispersión
lo proporciona una gran transferencia de momento. Para muchos procesos dentro de co-
lisiones e+p, la escala dura relevante es Q2. Las ecuaciones de evolución que describen
la dependencia de escala de distribuciones de partones proporcionan una herramienta
esencial, tanto para la validación de la teorı́a y para la extracción de distribuciones de
partones a partir de datos de sección eficaz. También permiten uno convertir las distribu-
ciones vistas en alta resolución a escalas de menor resolución, donde se puede establecer
contacto con descripciones no perturbativas del protón [23].

4.4. Dispersión Inelástica Profunda
La dispersión inelástica profunda (DIS) es el prototipo de los procesos hadrónicos

duros. Como tal, proporciona una prueba importante (y muy exitosa) de QCD pertur-
bativa. Representa también la forma más directa de explorar la estructura interna de los
hadrones. Inelástico se refiere a que estamos destruyendo la estructura del protón en
el proceso de dispersión. Sin embargo, tenemos una forma de observar el remanente del
protón y también del electrón disperso, y luego comparar nuestra expectativa teórica para
las secciones eficaces con el hallazgo en experimentos. La energı́a del electrón de prue-
ba o del fotón en el proceso de dispersión nos permite observar el protón con resolución
variable. Entonces, a energı́as muy bajas, básicamente se puede observar una partı́cula
puntual. Por lo tanto, el proceso de dispersión se parece mucho a la dispersión de un
electrón con un muón. Si aumentamos la energı́a del electrón, podemos ver que hay una
distribución de carga extendida en el protón. Un mayor aumento nos permite resolver el
hecho de que el protón está formado por tres quarks. Ahora, si seguimos aumentando la
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energı́a aún más, vemos aparecer muchas partı́culas nuevas, quarks, antiquarks y gluo-
nes, las cuales forman la estructura del protón [8].

La idea principal que se debe comprender es que en experimentos de dispersión
inelástica profunda, básicamente se utiliza el fotón disperso, irradiado por el electrón
como un lente para estudiar más de cerca el protón. Esto con el objetivo de poder ob-
servar la estructura del protón aquı́ y ası́ ver la distribución de las partı́culas cargadas en
el protón, sólo las partı́culas cargadas eléctricamente. Es importante mencionar que no
existe dispersión entre la dispersión directa entre fotones y gluones.

Figura 7: Dispersión inelástica profunda entre un hadrón y un leptón a través del intercambio
de un fotón virtual [23].

En fı́sica de partı́culas, la resolución Q2 se refiere al cuadrado de la transferencia de
momento en un proceso de dispersión. La transferencia de momento es el cambio en el
momento de una partı́cula como resultado de una interacción o colisión con otra partı́cu-
la. En experimentos que involucran dispersión de partı́culas, los investigadores a menudo
miden el ángulo de dispersión y la energı́a de las partı́culas dispersadas. La transferen-
cia de momento, Q2, se calcula utilizando la siguiente expresión, la cual veremos más a
detalle más adelante [8].

Q2 = 4EE′ sin2(
θ

2
)

donde

E y E’ son las energı́as de las partı́culas incidentes y dispersadas, respectivamente
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θ es el ángulo de dispersión

La resolución Q2 es un parámetro sumamente importante en experimentos de alta
energı́a porque caracteriza la precisión con la que se puede determinar la transferen-
cia de momento. Experimentos de alta resolución con una determinación precisa de Q2

ayudan a los investigadores a sondear la estructura interna de las partı́culas y obtener in-
formación sobre los constituyentes fundamentales de la materia. El término ”resolución”
aquı́ se refiere a la capacidad para distinguir cambios o detalles pequeños en la transfe-
rencia de momento, permitiendo mediciones más precisas y una mejor comprensión de
la fı́sica subyacente. Para este caso en particular, la escala Q2 toma el rol de ”parámetro
de resolución” [28].

Por consiguiente, en las mediciones, lo que se puede hacer es investigar el com-
portamiento de los electrones dispersos y ası́ buscar el remanente del protón en nuestra
medición para luego realizar mediciones de la sección eficaz diferencial. Una vez ter-
minadas las mediciones, comparamos con nuestra teorı́a para finalmente poder inferir
información sobre la estructura del protón. Para ello disponemos de variables cinemáti-
cas especiales que pueden resultar muy útiles. El más importante es probablemente la
llamada variable de Bjorken x o Bjorken x, que se puede explicar de forma que la trans-
ferencia de momento del fotón es q2, p es el momento del protón, q es la transferencia de
momento la cual tiene factor de 2. Y esto es básicamente la fracción del momento que
lleva el partón durante el proceso de dispersión. Hay algunas otras variables útiles, pero
no es conveniente entrar en detalles todavı́a, en este trabajo de investigación se utilizará
solamente la escala de Bjorken x [20].

Se muestra en la Fig. (7) un ejemplo de un proceso DIS en el que la variable Bjor-
ken es esencial para describir el proceso. Es la reacción: l p −→ l X donde el estado
hadrónico final X representara a todos los hadrones producidos por la fragmentación del
protón p.

donde las variables cinemáticas del proceso son:

p: cuadrimomento del protón

k: cuadrimomento del leptón entrante

k’: cuadrimomento del leptón saliente
√
s: energı́a de colisión debido a la reacción del electrón y el protón

s = (p+ k)2

Q2: momento al cuadrado transferido al leptón, lo que es igual a la virtualidad del
fotón intercambiado

Q2 = −q2 = −(k − k′)2

Q: Resolución de los interiores de los hadrones λ ∼ 1/Q

Resultado de la fragmentación podemos determinar la estructura interna del protón
en cuestión. La variable de Bjorken xBj es capaz de parametrizar la fragmentación, ya
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que determina la fracción de momento del partón con el que él protón se dispersa acorde
a la Ec. (21):

x =
Q2

W 2 +Q2
=
Q2

2pq
(21)

donde Q2 es la transferencia de momento del leptón al protón a través de un fotón
virtual como ya se habı́a mencionado y p es el momento inicial del protón, con una masa
definida como p2 = m2 [20].

Y por ultimo la invariante de masa al cuadrado W 2 del sistema hadrónico X produ-
cido

W 2 = (p+ q)2

4.4.1. Cinemática, sección eficaz y funciones estructurales

Uno de los procesos de dispersión mas simples que ocurren a cortas distancias es la
reacción

e + p =⇒ e′ + X, (22)

conocida como dispersión inelásica profunda electrón-protón. Aquı́ e es el electrón
entrante y e′ es electrón saliente (o positrón), p es claramente el protón, y X se refiere
a las demás partı́culas producidas durante el proceso. El electrón se dispersa debido al
protón a través del intercambio de un fotón virtual denotado como γ∗ con el quark per-
teneciente a la función de onda del protón. El fotón virtual usualmente separa al protón
lo que conduce a la producción de varios hadrones; éstos se denominan con el sı́mbolo
X en la Fig. (8). Por lo tanto, el proceso de inelástico profundo, lo que explica el nombre
[25].
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Figura 8: Diagrama de Feynman que describe la dispersión inelástica profunda electrón-
protón. Los nombres de los momentos de las lı́neas corresponden al marco en el cual el
objetivo de protón esta en reposo. La lı́nea ondulada denota el fotón virtual que se propaga
mientras que las lı́neas enrolladas denotan los gluones dentro del protón [25].

Se comienza a trabajar en el marco de reposo del protón. Como se muestra en la Fig.
(8), el cuadrimomento del protón es Pµ = (m, 0⃗), donde m es la masa del protón. El
cuadrimomento del electrón entrante es pµ = (E, p⃗), mientras que el electrón saliente
tiene un cuadrimomento p′µ = (E′, p⃗′). Solo uno de los 3 cuadrimomentos Pµ, pµ y p′µ

independientes puede constituir tres invariantes de Lorentz relevantes a la dinámica de
colisiones. (Es importante mencionar que P 2 = m2 y de igual manera p2 = p′2 = m2

e,
donde me es la masa del electrón; mientras que las masas mencionadas son en efecto
escalares de Lorentz, estas no contienen información alguna sobre la dispersión.) Ahora,
en términos del cuadrimomento del fotón virtual qµ ≡ pµ − p′µ, las tres invariantes que
se utilizan normalmente para describir la dispersión inelástica profunda son

Q2 ≡ −q2,

xBj ≡
Q2

2P · q
,

y ≡ P · q
P · p

(23)

Q2 se conoce como la virtualidad del fotón, mientras que xBj es la variable Bjorken
x. En marco de reposo del protón uno puede probar fácilmente

Q2 = 4EE′ sin2
θ

2
(24)
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y =
E − E′

E
(25)

Aquı́ θ es el ángulo de dispersión del protón, i.e. el ángulo entre p⃗ y p⃗′. Por lo tan-
to, ese puede observar que q2 ≤ 0 o, de forma equivalente, Q2 ≥ 0, lo que demuestra
que Q es real. En el marco de reposo del protón la tercer invariante de Lorentz ’y’ tiene
una interpretación fı́sica interesante, como una fracción de la energı́a del electrón que se
transfiere al protón [25].

En adición, de las 3 invariantes independientes en la Ec. (23) se pueden definir otras
cantidades invariantes de Lorentz, sin embargo, no dependientes,

v ≡ P · q
m

= E − E′,

ŝ ≡ (P + q)2 = 2P · q + q2 +m2,

s ≡ (P + p)2

(26)

Si se analiza más profundidad el marco de reposo se observa que la invariante v re-
presenta a la parte de la energı́a del electrón que es transferida al protón, mientras que ŝ
es la energı́a de centro de masa al cuadrado de la reacción γ ∗+ p. Las invariantes en la
Ec. (26) están relacionadas a esas de la Ec.(23) a través de

xBj =
Q2

ŝ+Q2 −m2
=

Q2

2mv
,

Q2 = yxBj(s−m2 −m2
e) ≈ yxBjs

(27)

El hecho de que los experimentos DIS son usualmente realizados a muy alta s ≪
m2 ≪ m2

e justifica la aproximación del último renglón de la Ec. (27). También de la Ec.
(27) encontramos que xBj ≤ 1 para la dispersión inelástica profunda en un protón [25].
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Figura 9: Representación esquemática del cálculo de la sección eficaz DIS como la amplitud
cuadrada. La lı́nea vertical denota el corte de estado final. Los cuadros rectangulares repre-
sentan las partes del diagrama que contribuyen al tensor leptónico Lµν y el tensor hadrónico
W µν [25].

Después de un laborioso proceso matemático, cuyos detalles pueden ser analizados
en los libros (Halzen and Martin 1984, Peskin and Schroeder 1995, Sterman 1993), es
posible desarrollar la siguiente expresión para la sección eficaz DIS:

dσ

d3p′
=

α2
EM

EE′Q4
LµνW

µν (28)

Esta ecuación, la cual se puede apreciar en la Fig. (9) muestra la amplitud de la Fig.
(8) al cuadrado. Al observar gráficamente la situación fı́sica, uno puede separar las con-
tribuciones del electrón y del protón a la dispersión inelástica en partes hadrónicas y
leptónicas. Formalmente, la parte leptónica contiene un tensor leptónico Lµν y por el
otro lado la parte hadrónica añade un tensor hadrónico Wµν . Ahora, se define el tensor
leptónico con la ecuación

Lµν =
1

2
Σλ=±1Σλ=±1ūλ′(p′)γµuλ(p)[ūλ′(p′)γνuλ(p)] (29)

Al sumar sobre las polarizaciones iniciales y finales de los electrones resulta
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Lµν =
1

2
Tr[(p′ +me)γµ(p+me)γν ]

= 2(pµp
′
ν + pνp

′
µ − p · p′gµν +m2

egµν),
(30)

donde nuevamente me es la masa del electrón.

La dinámica de interacción fuerte en la dispersión inelástica profunda (DIS), que
incluye contribuciones no perturbativas, se encuentra completamente dentro del tensor
hadrónico Wµν ; por lo tanto, es sumamente complicado calcular Wµν en un cálculo de
QCD básico de principios simples. No obstante, se puede inferir más acerca de sus es-
tructura al notar que la conservación de la corriente electromagnética requiere que

qµW
µν = 0,

qνW
µν = 0.

(31)

Si se impone la condición anterior (31) en el tensor Wµν y también asumimos que el
tensor es simétrico es entonces que podemos demostrar, sin perdida de generalidad, que
puede ser escrito de la siguiente forma:

Wµν = −W1(xBj , Q
2)(gµν)− qµqν

q2

+
W2(xBj , Q

2)

m2
(Pµ − P · q

q2
qµ)(P ν − P · q

q2
qν)

(32)

Aquı́ W1 y W2 son funciones escalares desconocidas de xBj y Q2, llamadas fun-
ciones estructurales. Como Wµν describe la interacción del fotón virtual con el protón,
entonces solo hay dos vectores de cuadri momento de los queWµν depende: Pµ y qν . Al
considerar P 2 = m2 uno puede construir solo dos invariantes de Lorentz que describen
el proceso de dispersión. Se usará xBj y Q2 como las dos invariantes de las que W1 y
W2 dependen [25].

Es importante notar que las funciones estructurales W1 y W2 tienen la dimensión de
masa inversa. Es más conveniente definir funciones estructurales F1 y F2 con carácter
adimensional [25]

F1(xBj , Q
2) ≡ mW1(xBj , Q

2) (33)
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F2(xBj , Q
2) ≡ vW2(xBj , Q

2) =
Q2

2mxBj
W2(xBj , Q

2). (34)

La mayor parte de la fı́sica de QCD esta contenida en F1 y F2, ya que solo es ne-
cesario el uso de las funciones estructurales cuando existe un intercambio de ya sea de
fotones, protones o electrones sin polarización. Para este proyecto es suficiente con estu-
diar F1 y F2, pero existe mas teorı́a ası́ como mas términos en genreal. Ahora se intentará
calcular estas nuevas funciones estructurales [25].

Como se menciona en los párrafos anteriores y se plasma en la Ec. (33) es convenien-
te cambiar las funciones estructurales Wµν a las funciones estructurales F1 y F2 debido
a que es mas sencillo trabajar con ellas por su carácter adimensional. La idea es dentro
del modelo de partón, lo cual puede funcionar dentro de QCD usando factorización co-
lineal. Lo que se obtiene aproximadamente al orden dominante es lo siguiente.

F1(xBj , Q
2) =

1

2
Σfe

2
f qf (xBj)

F2(xBj , Q
2) = Σfe

2
f xBj qf (xBj)

(35)

donde qf es la función de distribución de quarks de sabor f en el protón en la escala
Q2.

En analogı́a se define la distribución de gluones G(x,Q2); ambas definiciones son
sujeto de la evolución DGLAP, la cual se utiliza para incluir la contribución de los gluo-
nes a la modificación de la distribución de los quarks, dicha evolución se presenta a
continuación

Q2∂∆
ff̄ (x,Q2)

∂Q2
=
αs(Q

2)

2π

∫ 1

x

dz

z
Pqq(z)∆

ff̄ (
x

z
,Q2). (36)

Y para tomar en cuenta la contribución de los gluones se define la función de distri-
bución de sabor singlete

Σ(x,Q2) = Σf [q
f (x,Q2) + qf̄ (x,Q2)]. (37)

Por lo tanto la ecuaciones de evolución para Σ(x,Q2) y g(x,Q2) se leen
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Q2 ∂

∂Q2

(
Σ(x,Q2)

G(x,Q2)

)
=
αs(Q

2)

2π

∫ 1

x

dz

z

(
Pqq(z) PqG(z)

PGq(z) PGG(z)

)

×

(
Σ(xz , Q

2)

G(xz , Q
2)

)
.

(38)

Las Ecs. (36) y (38) son conocidas como la ecuaciones de evolución Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP). La versión QED de estas ecuaciones (involu-
crando electrones y fotones) en el espacio (x,Q2) fueron originalmente derivadas por
Gribov y Lipatov (1972), mientras que la versión QCD fue obtenida independientemen-
te por Altarelli y Parisi (1977) y por Dokshitzer (1977). En el espacio de momento de
Mellin las ecuaciones QED fueron derivadas por Christ, Hasslacher y Mueller (1972) y
las ecuaciones QCD fueron derivadas por Georgi y Politzer (1974) y también por Gross
y Wilczek (1974) [37].

Las Ecs. (36) y (38) contienen la función de separación Pqq(z) junto con otras tres
funciones de PqG(z), PGq(z), PGG(z). Una forma mas sencilla de ver estas ecuaciones
es la siguiente

Q2 ∂

∂Q2
fa(x,Q

2) =
αs

2π
Σs

∫ 1

x

dz

z
Pas(z)fs(

x

z
,Q2). (39)

donde a = qf , g ya sea si es que se quiere trabajar con la contribución de un
gluon o de un quark. La sumatoria Σs es sobre todos los sabores del quark tales que
s = u, d, s, c, g (se incluye el gluon) y esto se utiliza para determinar la dependencia en
Q2 del marco de reposo del fotón.

Una de las preguntas más relevantes que surge en el trabajo es: ¿por qué se trabaja
como valores de x bajos?

En teorı́a cuántica de campos, como la cromodinámica cuántica (QCD), durante cual-
quier instante de tiempo, los quarks y gluones se crean constantemente y nuevamente se
aniquilan. Esto es posible, ya que la teorı́a cuántica relativista permite la creación y ani-
quilación de pares. Durante un perı́odo de tiempo muy corto, la relación de incertidum-
bre de Heisenberg permite violar la conservación de energı́a. Esto permite la creación
espontánea de partı́culas durante un corto perı́odo de tiempo.

En DIS en el lı́mite x bajo, el fotón y el protón se dispersan con un energı́a de centro
de masa muy alta W 2 = (p + q)2 = Q2(1 − x)/x +M2

p . Esto implica que el fotón
virtual y el protón se mueven cerca a direcciones opuestas del cono de luz. Sus respec-
tivos marcos de reposo, por tanto, están separados por un factor de boost relativo muy
grande. Lo que también implica que, visto desde la perspectiva del fotón, los procesos en
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el protón están fuertemente dilatados en el tiempo tal que t = t′/γ. Como consecuencia,
visto desde el fotón, la vida media de un gluón creado espontáneamente aumenta. Por
lo tanto, el gluón que se caracteriza por tener una vida tan corta tiene tiempo suficiente
para emitir otro gluón, que a su vez tiene tiempo suficiente para crear otro gluón más,
y ası́ sucesivamente. Ahora, visto desde el marco de reposo del fotón, se ve un rápido
aumento del número de gluones dentro del protón, solo si es que el protón y el fotón
están separados por un factor de boost relativo grande. Este aumento ahora se refleja
directamente en el crecimiento de la función de distribución de gluones, que sirve como
medida del número de gluones en el protón. Notese que si nos referimos estrictamente
a un fotón virtual, éste no tiene marco de reposo. Sin embargo, se puede considerar la
división del fotón en un par quark-antiquark, situación fı́sica que sı́ tiene un marco de
reposo bien definido.

Por el gran factor de boost relativo entre protón y fotón, tenemos que en el marco de
reposo del fotón,

γ =
1√

1− β2
,

β =
v

c
→ 1,

γ → ∞

el protón sufre la contracción de longitud de Lorentz. Es por esto que podemos consi-
derar al protón como una hoja de grosor nulo o cero, la cual se puede describir utilizando
una distribución de delta δ de Dirac, es decir una forma imaginativa de una pizza o una
tortilla. Debido a esta cinemática, el fotón y sus componentes, parejas de quarks y anti-
quarks, no se desvı́an y su posición transversal se conserva.

Como consecuencia se puede describir la sección eficaz como convolución en coor-
denadas transversales de la función de onda del fotón y la sección eficaz de la pareja
qq̄ con el campo gluónico del fotón y conectar gluones con quarks, idea que se puede
apreciar en la siguiente subsección.

Es por esto que si medimos F1 y F2 podemos extraer las tan importantes funciones
de distribución de protón de tanto los quarks como de los gluones [25].

4.5. Enfoque Dipolar para QCD de alta densidad de partones
Con tal de proveer una perspectiva mas completa, se considerara desarrollos mas

recientes en cromodinámica cuántica de alta energı́a al tomar en cuenta la dispersión
inelástica profunda en el marco de reposos de un protón o un núcleo. En el este marco
un fotón virtual fluctúa dentro de un par quark-antiquark, el cual como resultado pega
en el blanco del protón o del núcleo. Se argumenta que los dipolos quark-antiquark son
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grados de libertad convenientes para la dispersión de alta energı́a en la cromodinámica
cuántica [25].

4.5.1. Imagen Dipolar acorde a DIS

Se empieza esta idea al considerar la dispersion inelástica profunda (DIS) en el mar-
co de reposo del protón o del núcleo. Aunque muchas conjeturas o conclusiones también
pueden aplicar a DIS del protón; en riguroso sentido ,los resultados estarán justificados
solo para DIS en un núcleo grande, ya que tal núcleo posee un parámetro de numero
atómico grande A, el cual permite realizar aproximaciones necesarias, Por lo tanto, solo
se discutirá dispersión inelástica profunda en un objetivo nuclear [25].

Sin ninguna perdida de generalidad se puede escoger el eje de coordenadas tal que el
momento del fotón virtual sea dado por

qµ = (q+,−Q
2

q+
, 0⊥) (40)

en la notación de cono de luz (+, -, ⊥). El momento de cono de luz del fotón virtual
q+ es muy grande (debido a que la (alta) energı́a del centro de masa es ŝ = mq+), de
modo que su longitud de coherencia en la dirección longitudinal positiva,

Figura 10: Amplitud de dispersión directa para DIS sobre un objetivo de un protón o un
núcleo en el marco de reposo del objetivo; el fotón virtual se divide en un par qq̄ el cual
luego interactúa con el objetivo. La interacción es representada por el óvalo vertical. Por
simplicidad el electrón que emita el fotón virtual no se muestra [25].
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x+ ≈ 2

|q−|
=

2q+

Q2
, (41)

sea mucho mayor que el tamaño del protón. Si el fotón virtual fluctúa hasta conver-
tirse en par quark-antiquark, la vida tı́pica de tal fluctuación qq̄ también seria mas larga
que el diámetro del núcleo. Por lo tanto, un proceso DIS en el marco de reposo nuclear
sucede cuando un foton virtual fluctúa hasta convertirse en un par quark-antiquark (a el
cual también se le refiere como un dipolo de color o simplemente un dipolo); el par qq̄
procede a interactuar con el objetivo (Gribov 1970, Bjorken y Kogut 1973, Frankfurt y
Strikman 1988). La amplitud de dispersión directa para el proceso ilustrado en la Fig.
(10), con la interaccion dipolo-nucleo qq̄ representada por el óvalo vertical. Esta es la
imagen dipolar de la dispersión inelástica profunda (DIS) (Kopeliovich, Lapidus y Za-
molodchikov 1981, Bertsch et al. 1981, Mueller 1990, Nikolaev y Zakharov 1991) [25].

La interacción de un fotón virtual con un núcleo se puede ver como un proceso de
dos etapas: El fotón virtual se desintegra formando un dipolo incoloro el cual se con-
forma por un quark y un antiquark, y el dipolo incoloro viaja a través del núcleo. Sin
embargo, esta separación entre el escala de tiempo para que el fotón se desintegre en
el par qq− y el tiempo de interacción no es la única ventaja de la imagen dipolar. Otra
simplificación importante proviene del hecho que en la dispersión de alta energı́a un di-
polo incoloro, con tamaño transversal x⊥, no cambia su tamaño durante la interacción y
por lo tanto la matriz S de la interacción es diagonal con respecto al tamaño del dipolo
transversal (Zamolodchikov, Kopeliovich y Lapidus 1981, Levin y Ryskin 1987, Mueller
1990, Brodsky et al. 1994). De hecho, mientras que el dipolo incoloro está atravesando el
objetivo, la distancia x⊥ entre el quark y el antiquark sólo puede variar por una cantidad
de

∆x⊥ ≡ R
k⊥
E

(42)

donde E ∼ q0 denota la energı́a del dipolo en el marco del laboratorio (el marco de
reposo del objetivo), R es el tamaño longitudinal del objetivo, y k⊥ es el momento trans-
versal relativo del par qq− adquirido a través de la interacción con el objetivo. En la Ec.
(35) k⊥/E es la velocidad transversal relativa del quark respecto al antiquark. Acorde
a la Ec. (35) se puede apreciar que el cambio en el tamaño del dipolo es suprimido por
una potencia de energı́a E y por lo tanto es pequeña. Para poder cuantificar esto es mejor
recordar la defunción de Bjorken x, dada por

x =
Q2

2P · q
=

Q2

mq+
≡ Q2

2mE
. (43)
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Al utilizar la Ec. (43) dentro de la (42) junto al principio de incertidumbreQ ≡ k⊥ ≡
1/x⊥ resulta en

∆x⊥
x⊥

≡ 2mxR =
4R

lcoh
≪ 1, (44)

donde lcoh = 2/(mx) es la longitud de coherencia de la fluctuación dipolar. Por
consiguiente se observa que cuando x tiene valores x ≪ 1/(mR), cuando el dipolo in-
teractúa coherentemente con el núcleo entero en la dirección longitudinal, el movimiento
de retroceso transversal del quark y antiquark son insignificantes en comparación con el
tamaño del dipolo. Por lo tanto, el tamaño transversal del dipolo es invariante en interac-
ciones de alta energı́a, como se muestra en la Fig. (10).

Se concluye que al calcular la sección eficaz DIS total, junto con otras observables
QCD de alta energı́a, es conveniente trabajar en el espacio de coordenadas transversa-
les. En consecuencia, se adoptará una representación mixta; se utilizará el espacio de
momento transversal junto con el espacio de coordenadas transversales. La teorı́a de
perturbación de cono de luz (LCPT por sus siglas en ingles) es una herramienta muy útil
para esta situación. AL utilizar LCPT para calcular la sección eficaz total γ∗A DIS es
posible factorizar el diagrama en la Fig. (10) como el cuadrado de la función de onda del
cono de luz ψγ∗→qq̄(x⃗⊥, z) para la separación de un fotón virtual hasta convertirse en un
dipolo qq̄ y la seccion eficaz total para la dispersión de un dipolo sobre un objetivo del
núcleo σqq̄Atot (x⃗⊥, Y ), tal que [25]

σγ
∗A

tot (x,Q2) =

∫
d2x⊥
4π

∫ 1

0

dz

z(1− z)
|Ψγ∗→qq̄(x⃗⊥, z)|2σγ

∗→qq̄
tot (x⃗⊥, Y ). (45)

Aquı́ z = k+/q+, con k+ que es el momento del cono de luz del quark en el par qq̄.
En general, la sección eficaz dipolo-núcleo dependerá de z también; no obstante, en las
aproximaciones eikonal y LLA que se consideran también, σqq̄tot es independiente de z.
EL intervalo de rapidez neto para la dispersión dipolo-núcleo es dado por Y = ln(1/x)
para x⊥ ∼ 1/Q [25].

Para explicar la fórmula (67) dos secciones mas adelante, se puede recurrir al gran
factor de boost relativo. Dado que el protón está fuertemente contraı́do por Lorentz, la
interacción, la formación del fotón tiene lugar mucho tiempo antes de la interacción con
el protón. Por eso es posible calcular la probabilidad de encontrar un dipolo de color de
tamaño r, utilizando la función de onda del frente de luz del fotón, ya que la formación
no se ve afectada por la interacción.
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4.6. Saturación de Gluones
Los gluones son, en última instancia, responsables de la mayor parte de la masa de

materia visible en el universo. La contribución gluónica a la masa tiene su origen en
la nube que rodea a los quarks de masa ligera. Esta nube resulta en aproximadamente
el 99 % de la masa de un protón o neutrón. Los gluones generan la fuerza fuerte, esta
fuerza confina permanentemente a los quarks y gluones dentro de nucleones. La fuerza
nucleón-nucleón, responsable de hacer núcleos atómicos, tiene su origen en los gluones
[29]. Pues estos gluones son las partı́culas de intercambio de la fuerza de color entre los
quarks, de forma análoga al intercambio de fotones en la fuerza electromagnética entre
dos partı́culas cargadas. Se puede decir que los gluones en el campo gluónico son los
cuantos de luz en el campo electromagnético.

Sabemos muy poco de los gluones mediante experimentos directos. Su existencia se
infiere indirectamente. Aproximadamente 1/2 del momento de un protón que se mue-
ve rápidamente se encuentra en los gluones. Esto se sabe porque la contribución de los
quarks medidos directamente sólo da la mitad del momento total del protón. Al medir
las distribuciones de quarks dentro de un protón y su variación con la escala del mo-
mento de la sonda de medición, se puede extraer la distribución implı́cita de gluones. A
través de la medición de la producción de jets de partı́culas con alto momento transver-
sal producidos en colisiones de partı́culas que interactúan fuertemente, se pueden medir
distribuciones de gluones, pero con fuertes restricciones, ya que la escala de momento
de los jets es grande y con incertidumbres asociadas con la hadronización de los jets [29].

En QCD, la saturación se describe mediante ecuaciones de evolución no lineales
para la densidad de gluones, que resumir un subconjunto de diagramas que generan con-
tribuciones de la forma αs ln (

1
x). Las soluciones para x pequeña de las ecuaciones de

evolución, junto con condiciones iniciales adecuadas, proporcionan densidades de par-
tones, que luego deben ser convolucionadas con elementos de matriz dura apropiados
con tal de obtener predicciones para secciones eficaces medibles. El marco Color Glass
Condensate (CGC) y el High Energy Factorization (HEF) son dos marcos basados en
QCD que se pueden utilizar para estudios fenomenológicos [26].

El Color Glass Condensate (CGC) es la materia que describe los gluones dentro de
una partı́cula que interactúa fuertemente cuando el la fracción del momento longitudi-
nal tı́pico es pequeña. La idea básica para el CGC es la consecuencia de unos sencillas
observaciones experimentales. La primera es que el tamaño aparente de un hadrón varı́a
muy lentamente con energı́a. Esto se sabe directamente de la medición experimental. de
secciones eficaces de pp y pp̄. Existen lı́mites rigurosos a la tasa de crecimiento de sec-
ciones eficaces a alta energı́a [29]. El lı́mite de Froissart afirma que

σhadron ≤ A

m2
π

ln2(
E

E0
) (46)

donde A y E0 son constantes y E es la energı́a de centro de masa de la reacción. Por
el otro lado, los datos de HERA sobre la funciones estructurales del gluon, y los argu-
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mentos teóricos resultan en un crecimiento en el número de gluones como

Ngluones ∼ B(
E

E0
)δ (47)

donde B y δ son constantes y δ ∼ 0,2− 0,3 para energı́a HERA. Esto significa que
la densidad del gluon por unidad de área tiene que crecer [29].

La densidad por unidad de área tiene las dimensiones de momento cuadrado, por
consiguiente se introduce el concepto de momento de saturación,

Q2
sat ∼ Ngluones/σhadron (48)

donde σhadron es la sección eficaz de alta energı́a en cierta energı́a E y Ngluones es el
numero de gluones en esa energı́a. Este momento de saturación crece como una potencia
de la energı́a a medida que la energı́a incrementa [29].

4.6.1. Evolución No Linear

La visión más simple de un protón revela a tres quarks (dos ’up’ quarks y un ’down
wuark) interactuando a través de los intercambios de gluones, los cuales unen a los
quarks. No obstante, los experimentos que investigan la estructura del protón en el coli-
sionador ’Hadron-Electron Ring Accelerator’(HERA) y el creciente conjunto de pruebas
del ’Relativistic Heavy Ion Collider’ (RHIC) y el ’Large Hadron Collider’ (LHC), su-
gieren que esta imagen es demasiado simple. Incontables gluones y un ”mar”de quarks
y antiquarks aparecen y desaparecen dentro de cada hadrón. Estas fluctuaciones pueden
ser investigadas en experimentos de dispersión de alta energı́a. Debido a la dilatación del
tiempo de Lorentz, cuanto más aceleramos un protón y más se acerca al velocidad de la
luz, mayor será el tiempo de vida de los gluones que surgen de las fluctuaciones cuánti-
cas. Un “observador” externo que observa un protón que se mueve rápidamente verı́a la
”cascada” de gluones durar cada vez más y más, cuanto más alta sea la velocidad del
protón. Entonces, en efecto, al acelerar el protón, uno puede ralentizar las fluctuaciones
de los gluones lo suficientes como para ”tomar fotografı́as instantáneas”de ellos con una
partı́cula de prueba enviada a interactuar con el protón de alta energı́a [23].

En los experimentos DIS se investiga la función de onda del protón con ayuda de
un leptón,el cual interacciona con le protón al intercambiar un fotón (virtual) con él. La
virtualidad del fotón, Q2, determina el tamaño de la región en el plano transversal al eje
del haz palpado por el fotón. Según el principio de incertidumbre, la anchura de la región
es ∆rT ∼ 1/Q. Otra variable relevante es x de Bjorken, que es la fracción de momento
del protón transportado por el quark impactado. A altas energı́a, x ≈ Q2/W 2 es pe-
queño (W 2 es la energı́a del centro de masa al cuadrado de el sistema fotón-protón). Por
lo tanto, pequeños valores de x corresponde a la dispersión de alta energı́a [23].

La función de onda del protón depende de ambos, x y Q2. Un ejemplo de tal depen-
dencia se muestra en la Fig. (11), extraı́da de la datos medidos en HERA para dispersión
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Figura 11: Función de distribución de partones del protón trazada como función de x Bjorken.
Claramente los gluones dominan para valores de x pequeños [23].

inelástica profunda en un protón. Aquı́ se grafica la dependencia de x de la funciones
de distribución de partones (quarks o gluones) (PDFs). En el orden principal los PDFs
pueden interpretarse como proporcionar el número de quarks y gluones con una deter-
minada fracción x del momento del protón. En la Fig. (11), se pueden ver los PDF de
los valence quarks en el protón,xuv y xdv que disminuyen con x decreciente. Los PDFs
de los sea quarks y gluones, denotados por xG y xS en la Fig. (11), parecen aumentar
considerablemente hacia los valores de x bajo. (Tengamos presente la escala logarı́tmi-
ca del eje vertical). También se puede observar que la distribución de gluones domina
sobre aquellos de valencia y los sea qurks a valores moderados de x por debajo de x =
0.1. Recordemos que x bajo significa alta energı́a, entonces concluimos que parte de la
función de onda del protón responsable de las interacciones en dispersión de alta energı́a
consiste principalmente de gluones [23].

La función de onda del protón para valores de x pequeño es dominada por gluones,
los cuales son probables a poblar el área transversal del protón, creando una alta densidad
de gluones. Esto es se muestra en la Fig. (12), imagen que ilustra cómo en valores de x
bajos (parte derecha), los partones (principalmente gluones) son mucho más numerosos
dentro del protón que en valores de x grandes (parte izquierda), en concordancia con la
Fig. (11). Esta función de onda densa para para valores de x pequeños de un protón o
núcleo ultra relativista se conoce ’Color Glass Condensate’ (CGC) [13].
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Figura 13: La evolución no linear para pequeños valores de x de una función de onda hadróni-
ca o nuclear. Todos los partones (quarks y gluones) son denotadas por lı́neas solidas derechas
por simplicidad [23].

Figura 12: La función de onda del protón para valores de x pequeños (parte derecha) contiene
un gran numero de gluones (y quarks) comparada con la misma función de onda para un valor
x = x0 más grande (parte izquierda). La imagen es una proyección del plano transversal al
eje del haz (representado por flechas ”saliendo”de la pagina, la longitud de las flechas refleja
el momento del protón) [23].

Surge la pregunta de si es que las densidades del gluón y del quarks pueden crecer
sin lı́mite en valores de x pequeño. Si bien no existe un lı́mite estricto sobre la densidad
numérica de gluones en QCD, sı́ hay un lı́mite en las secciones eficaces de dispersión que
surge de la unitaridad. En efecto, un protón (o núcleo) con muchos gluones de “mar” es
más susceptible a interactuar en una dispersión de alta energı́a, lo que conduce a seccio-
nes eficaces de dispersión más grandes. Por lo tanto, el lı́mite en las secciones eficaces
deberı́a tener implicaciones para la densidad de gluones. El lı́mite de la sección eficaz
surge debido al lı́mite del disco negro conocido por mecánica cuántica [23]. La sección
eficaz total de dispersión de alta energı́a de una partı́cula en una esfera de radio R está
limitada por
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σtot ≤ 2π2R. (49)

El lı́mite del disco negro es un tema interesante que espera estudiarse en proyectos
posteriores, sin embargo, para esta ocasión es suficiente con mencionarlo como la razón
fı́sica del lı́mite de la sección eficaz de dispersión [23].

Ahora veamos cómo es que ocurre la saturación de gluones, las variables que hacen
que exista una sobreproducción de gluones. La más importante de todas es la energı́a Q
y acorde a la cantidad de energı́a con la que se trabaje es que dependen los siguientes
puntos:

El número de partones (quarks y gluones) que hay crece de forma lnQ2

El tamaño efectivo disminuye de forma 1/Q2

Jamás se encuentra un medio denso; al contrario, más y más diluido

Se muestra un breve ejemplo del formalismo que se utiliza llamado ’operator product
expansion’ o también conocido como factorización colineal. Básicamente se trata de una
expansión de coordenadas de la cromodinámica cuántica (QCD) en 1/Q2 y después una
de semis (αs lnQ2)2 ∼ 1. En donde αs puede tomar un valor de 0.2 y lnQ2 un valor
de 5 de forma que

Σnα
n
s δn ≈ αsδ1 + α2

sδ2 + ...+ αn
s δn (50)

La Ec. (50) se resuelve de forma que resulta en

Σnα
n
s δn = Σn(αs lnQ

2)nCn (51)

Lo que en realidad la evolución DGLAP.

En la dispersión inelástica profunda (DIS) no se trabaja solamente con ln Q2 sino
que también con ln 1/x que se pude escribir como ln (1− x).

Ahora tenemos que la Ec. (51) necesita resolución en 1/x, por lo tanto cambia a

Σn(αs ln
1

x
)n (52)

Además si x tiende a 10−4

Σn(αs ln
1

x
lnQ2)n (53)
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Un trabajo similar a DGLAP, hecho por BFKL tiene las siguientes condiciones

Expansión en x

La resolución es de de igual manera (αs ln 1
x)

n

Y su formalismo es de la siguiente forma

d

d ln 1
x

G(x, k⃗) =

∫
d2l

π
K(k⃗, l⃗)G(x, k⃗) (54)

Para empezar a explicarlo correctamente empezamos con energı́as Q ∼ 1− 2 GeV
donde el tamaño del protón es comparable a 1/Q. Después si exploramos hacia una x
mas pequeña las condiciones se mantienen igual.

Sin embargo, si hacemos que x tienda a 0 se esperarán efectos de reconsideración,
un medio aun más denso y una mayor producción de gluones.

Se observa que a medida que disminuye el valor de x predominan la los gluones so-
bre los quarks, incluida la masa de los mismos. Los quarks en realidad solo se presentan
como sea quarks en x muy pequeño.

A un nivel técnico se puede formular BFKL para las amplitudes de dipolo N(x, r⃗, b⃗)
e introducimos

σqq̄(x, r) = 2

∫
d2sN(x, r⃗, b⃗) (55)

donde el subı́ndice se refiere a la sección eficaz del dipolo BFKL.

N = 1 es un punto fijo y en consiguiente el valor de máximo de N. Como N = 1 es el
valor máximo entonces

σmax
qq̄ = σ0 · 1 (56)

σ0 = 2

∫
d2s (57)

Este ultimo resultado de la Ec. (57) es aproximadamente el tamaño del protón.

Dentro de la teorı́a de QCD, utilizando la factorización de amplitudes de dispersión
en el lı́mite de energı́a alta, es posible derivar la siguiente expresión para la amplitud
dipolar

N(x, r⃗, b⃗) =
1

Nc
⟨tr(1̂− V (⃗b+

r⃗

2
)V †(⃗b− r⃗

2
))⟩ (58)
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donde V (x) es una lı́nea de Wilson, la cual resume el campo gluónico denso con
V (x) V †(x) = 1 debido a la unitaridad. La expresión dentro del bra-cket ⟨...⟩ denota el
promedio sobre el campo gluónico del objetivo en función de x. Si r⃗ = 0 encontramos
que N = 0 y por lo tanto no hay interacción. Dado que r denota la separación transver-
sal entre el quark y el antiquark, sus posiciones coinciden y se neutralizan entre sı́. No
existe carga de color a la cual se pueda acoplar el campo gluónico. Si r es grande, el par
quark-antiquark se encuentra demasiado separado y, por lo tanto, no está correlacionado.

Se puede demostrar que en ese caso en el que el par quark-antiquark está separado,
el promedio ⟨...⟩ sobre V (x)V (x)† produce un resultado de cero; N = 1 en ese caso.
Por lo tanto, la amplitud del dipolo tiene dos valores extremos, a saber, 0 (máximamente
correlacionada: sin interacción) y 1 (descorrelación: interacción máxima). Estos lı́mites
también se pueden obtener como consecuencia de la ecuación de evolución no lineal de
BK, véase [30].

En la reacción DIS, integramos el parámetro de impacto b, ya que no observamos los
detalles asociados con la separación transversal del dipolo y el protón. A continuación
asumimos que este tamaño transversal permanece constante durante la interacción y por
lo tanto

σqq̄ = 2

∫
d2bN(x, r⃗, b⃗) = σ0N(x, r⃗) (59)

donde σqq̄ denota la sección eficaz del dipolo. Para modelar la dependencia de r y
x, notamos además que los cálculos perturbativos, que son aplicables para tamaños de
dipolos pequeños r, correspondientes a una escala grande 1/r, indican que σqq̄ ∼ r2 para
pequeños valores de r. Además, esperamos que la sección eficaz del dipolo crezca como
la función de distribución de partón del gluón y, por tanto, como x−λ. Finalmente, se
llegan a las dimensiones correctas, ahora necesitamos introducir alguna escala de masa
Q0. Es una convención establecer Q0 = 1 GeV, mientras que el valor numérico se tiene
en cuenta mediante un parámetro x0.

GBW diluido:

Esta situación fı́sica se describe de forma exponencial

σqq̄ ∼ eλ ln 1
x = (

1

x
)λ (60)

Para el caso diluido se ve claramente en los datos de HERA.

Cuando x se aproxima a 0 entonces σqq̄ se aproxima a una constante la cual es bien
conocida, σ0.

Existe impulso entre ambos y también se analiza σqq̄(r) con r siendo el tamaño de
dipolo. Si r se aproxima a 0 todavı́a se comporta como un dipolo en el medio diluido. Si
r = 0 los quarks y antiquarks se van a aniquilar tal que σqq̄(r = 0) = 0.
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El cálculo es σqq̄ (r → 0) en r2, por el otro lado σqq̄ (r → ∞) = σ0.

Ahora,

σqq̄ (x, r → 0) = σ0 r
2(
x0
x
)λQ2

0 (61)

Donde

(
x0
x
)λQ2

0 = Q2
s (62)

Por lo tanto la Ec. (61) se convierte en

σqq̄ (x, r → 0) = σ0 r
2Q2

s (63)

Con diferentes condiciones llegamos al mismo resultado

σqq̄ (x, r → ∞) = σ0

σqq̄ (x→ 0, r) = σ0
(64)

Después de la breve explicación se sugiere una solución posible que es siguiente la
definición de la siguiente escala de saturación

σqq̄ (x, r) = σ0(1− e−
r2Q2

s(x)

4 ) (65)

Q2
s = Q2

0(
x0
x
)λ

R2
s → 0 para x→ 0

Q2
s =

1

R2
s

(66)

También se pude definir como el valor 1/r, en el cual el factor e−
r2Q2

s(x)

4 de la Ec.

(65) se reduce a e−1/2, si r = 2/Qs(x) entonces e−
r2Q2

s(x)

4 se reduce a e−1.

4.7. Modelo de Saturación GBW
Para valores pequeños de la variable de Bjorken x, el formalismo de la función de

onda fotónica ha sido establecida como una herramienta útil para calcular secciones efi-
caces inelásticas profundas y difractivas relacionadas para dispersión γ∗p [4, 30, 31].
Éste permite separar entre la función de onda del fotón que describe la disociación del
fotón en un par quark-antiquark y la interacción del par quark-antiquark con el objetivo.
La función de onda de fotones constituye la parte calculable del proceso mientras que
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Figura 14: Representación del proceso básico como se discute en el texto [16].

el resto está sustancialmente influenciado por contribuciones no perturbativas y necesita
ser modelado. El diagrama correspondiente se muestra en la Fig. (14). Se trabaja en un
marco donde el fotón con momento q y el protón con momento p son colineales. En
consecuencia, la distribución del par quark antiquark se da en términos de z y (1− z), la
fracción de momento con respecto a q, y la separación transversal relativa r. Para fotones
polarizados transversales (T) y longitudinales (L) la sección eficaz γ∗p toma la forma
[30, 31]

σT,L(x,Q
2) =

∫
d2r

∫ 1

0
dz|ΨT,L(z, r)|2σ̂(x, r2), (67)

donde W 2 = (p + q)2, Q2 = −q2 y x = Q2/(W 2 + Q2). La función de onda
cuadrada ΨT,L es dada por

|ΨT (z, r)|2 =
6αem

4π2
Σf{[z2 + (1− z)2] ϵ2K2

1 (ϵr) +m2
fK

2
0 (ϵr)} (68)

y

|ΨL(z, r)|2 =
6αem

4π2
Σfe

2
f{4Q2z2(1− z)2K2

0 (ϵr)}, (69)
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para los fotones transversales y longitudinales, respectivamente. En la fórmula de
arriba

ϵ2 = z(1− z)Q2 +m2
f . (70)

K0 y K1 son funciones McDonald y la sumatoria se realiza sobre los sabores del
quark. Las secciones eficaces γ∗p son relacionadas a la función estructural F2 de la si-
guiente manera:

F2(x,Q
2) = FT (x,Q

2) + FL(x,Q
2) (71)

y

FT,L(x,Q
2) =

Q2

4π2αem
σT,L(x,Q

2) (72)

La interacción del par qq̄ con el protón es descrita por la sección eficaz σ̂(x,Q2) la
cual es modelada en nuestro análisis [16]. El elemento más crucial es la adopción del
radio dependiente de x

R0(x) =
1

Q0
(
x

x0
)λ/2 (73)

el cual escala la separación quark-antiquark en la sección eficaz del dipolo

σ̂(x, r2) = σ0 g(r̂
2), (74)

y

r̂ =
r

2R0(x)
(75)

Q0 = 1 GeV in (73) define la dimensión. La función g en (74) no está completa-
mente restringida. Sin embargo, es importante el aumento cuadrático en r̂ pequeño y el
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aplanamiento en r̂ grande. Este último comportamiento proporciona la saturación de la
sección eficaz (67), i.e. σγ

∗p = σT + σL ∼ const para Q2 pequeño. En r̂ pequeño,
por otro lado, tenemos un comportamiento de escala simple (transparencia de color),
σγ

∗p ∼ 1/Q2, combinado con una dependencia de potencia de (74) en x como se obser-
va tı́picamente en la dispersión inelástica profunda. Elegimos el siguiente Ansatz simple
para la función g

g(r̂2) = 1− e−r̂2 (76)

Este Ansatz recuerda a una eikonalización. Debe ser mencionado, sin embargo, que
un tratamiento eikonal completo requiere la incorporación de una función perfil objetivo.
La forma (76) significarı́a en este contexto que la densidad gluónica dentro del protón
se distribuye uniformemente sobre una área determinada dentro de un lı́mite definido y
cero más allá [16].

En nuestro análisis ajustamos 3 parámetros, σ0, x0 y λ, de la sección eficaz dipolar.
Antes de seguir con los detalles del ajuste, es conveniente ejecutar un análisis cualitativo
del comportamiento de la sección eficaz (67) en nuestro modelo [16].

4.7.1. Análisis Cualitativo

En la discusión subsecuente nos enfocaremos en la sección eficaz σT en (67) la
cual domina sobre σL. También ignoramos la masa del quark por simplicidad. El punto
importante en el análisis cualitativo es el comportamiento deK1(ϵ r) en (68) para valores
pequeños de ϵ r:

K1(ϵr) ∼ 1

ϵr
(77)

Para valores grandes de ϵ r la función K1 es suprimida exponencialmente. Por lo
tanto, con tal de obtener la contribución dominante realizamos una integración en la Ec.
(67) para ϵr < 1 [16].

La virtualidad del fotón introduce la escala 1/Q para la dimensión transversal del par
qq̄. Un par es considerado ”pequeño” cuando la condición r < 1/Q se satisface y ”gran-
de” cuando r > 1/Q. Ahora analicemos la contribución de la ecuación (67) desde pares
pequeños para los cuales la condición ϵr =

√
z(1− z)rQ < 1 se satisface para todos

los valores de z. En el caso de 1/Q ≪ R0, como se muestra en la Fig. (15a), el tamaño
de los pares pequeños qq̄ es mucho menos que el radio de saturación y σ̂(r) ∼ σr̂2/R2

0

[16]. La sección eficaz (67) exhibe el siguiente comportamiento
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Figura 15: El perfil de la sección eficaz dipolar para diferentes Q. Las flechas pequeñas debajo
de la figura muestran como los parámetros indicados cambian cuando Q disminuye (para W 2

fija) [16].

σT ∼ σ0
R2

0

∫
dz

∫ 1/Q2

0
dr2ϵ2(

1

ϵ2r2
)r̂2 ∼ 1

Q2

σ0
R2

0

(78)

donde la integración sobre z podrı́a ser considerada después de la cancelación de
los factores ϵ. Entonces para x constante la sección eficaz (78) exhibe el comportamien-
to familiar de la escala de corta distancia, i.e. la función de estructura correspondiente
F2(x,Q

2) es aproximadamente constante en Q2 [16].

Analicemos la situación esquemáticamente mostrada en la Fig. (15b) en la cual el
tamaño del par qq̄ es mayor que el radio de saturación 1/Q > R0. Para la contribución
del pequeño par a σT ahora obtenemos

σT ∼
∫ R2

0

0
dr2(

1

r2
)σ0(

r2

R2
0

) +

∫ 1/Q2

R2
0

dr2(
1

r2
)σ0 ∼ σ0 + σ0 log(

1

Q2R2
0

). (79)

Con respecto al comportamiento de potencia en Q2 la sección eficaz puede ser vista
como una constate. La divergencia potencial debido al logaritmo será regulada por la
masa del quark en nuestro análisis completo. El valor actual de la masa juega un rol im-
portante en la descripción de la región de fotoproducción.

Un análisis similar puede ser realizado para pares ”grandes” en los cuales r > 1/Q.
La condición de integración ϵr < 1 ahora se satisface cuando z < 1/(r2Q2) y la inte-
gración de z en (67) no puede desestimada. Debe ser hecha antes de integrar sobre r. El
resultado al final es el mismo que para pares pequeños. Si el tamaño caracterı́stico del
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dipolo qq̄ es menor que R0 el comportamiento de la escala es obtenido. Para 1/Q ∼ R2
0

la sección eficaz σT es constante enQ2. Un análisis más detallado ofrece modificaciones
logarı́tmicas [16].

Por ahora en nuestra discusión hemos asumido un radio de saturación constante el
cual permite una transición suave de σT entre la región de escala de Q2 grande y la
región de saturación de Q2 baja (baja saturación Q2). La caracterı́stica principal de
nuestro modelo, no obstante, es el hecho de que el radio de saturación depende de x
(R2

0(x) ∼ xλ/2 with λ > 0). De esta manera habremos introducido otro tipo de satu-
ración la cual puede ser llamada la saturación x-pequeño. En términos de la perspectiva
del partón está muy relacionado con la saturación de la densidad del gluón [16]. Una
consecuencia importante es que para W fija el radio R2

0 se vuelve independiente de Q lo
que hace a la saturación mucho más dinámica. Como se ilustra en la Fig. (15) ambos R2

0

y 1/Q se mueven hacia el otro, a cierta escala Q=1/R2
0 se encuentran y se cruzan entre sı́.

En consecuencia, la saturación ocurre en mayores valores de Q2 que en un modelo con
un R2

0 fijo. En adición, la transición de altas a bajas Q2 es más rápida. La lı́nea dada por
la condición

R2
0(x) =

1

Q2
(80)

será nombrada la lı́nea crı́tica. En la imagen del partón describirı́a el lı́mite de la den-
sidad crı́tica [16]. El patrón preciso de saturación es determinada por los ajustes de los
tres parámetros en (74) a los datos inclusivos DIS ya existentes.

4.7.2. Parametrización Simplificada y Lı́nea Crı́tica

En esta sección analizamos la estructura analı́tica de la sección eficaz en plano com-
plejo v, proceso que se extiende a la transformación de Mellin y no esta fuera del rango
de estudio de este trabajo. La posición y caracterı́sticas de las singularidades en el plano
complejo v determina el comportamiento de la sección eficaz analizada. En general la
integración v corre a lo largo del eje real, y dependiendo del argumento (x0

x )λ
Q2

0
Q2 uno

puede cerrar el contorno en la parte superior o inferior del plano complejo. Por ejemplo,
en el caso de Q2 grande y x no tan pequeño (régimen ”duro” )el argumento mencionado
es menor a 1 y el contorno tiene que ser cerrado en el plano inferior. La primera singu-
laridad que se encuentra es el polo en v=-i/2. Dependiendo en el modelo de la sección
eficaz dipolar, puede ser un doble o triple polo.

(
x0
x
)λ
Q2

0

Q2
ln[(

x

x0
)λ
Q2

Q2
0

] (81)
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Uno deberı́a notar que el logaritmo es debido a la función de onda del fotón y se rela-
ciona a la división del gluón en un par quark-antiquark. El factor enfrente del logaritmo
surge porque 1/2+iv = 1 y simplemente refleja el comportamiento de escala básico de
F2 combinado con un cierto comportamiento de potencia en x. Uno también reconoce
que la contribución longitudinal solo tiene un único polo y por lo tanto no produce un
logaritmo. Como no es la contribución principal lo ignoraremos en lo siguiente.

En el régimen ”suave” donde (x0
x )λ

Q2
0

Q2 es mayor que 1 cerramos el contorno en plano
superior y encontramos el polo principal en v=i/2. Para la sección eficaz junto con el
modelo de la transformación de Mellin es nuevamente un polo doble que conduce al si-
guiente comportamiento

ln[(
x0
x
)λ
Q2

0

Q2
] (82)

Ahora podemos combinar los términos ”duro” y ”suave” dados por las Ecs. (81) y
(82) en una sola expresión, la cual es la más importante en este documento ya que el
ajuste de los datos experimentales se realizará en esta misma ası́ como la gráfica resul-
tante

σγ∗p(x,Q2) = σ′0{ln[(
x′0
x
)λ

′Q2
0

Q2
+ 1] + (

x′0
x
)λ

′Q2
0

Q2
ln[(

x

x′0
)λ

′Q2

Q2
0

+ 1] (83)

donde hemos añadido la constante 1 en el argumento de los logaritmos con tal que
se permita una transición suave entre el régimen ”duro” y elrégimen ”suave”Ėn adición,
se introducen los parámetros primados, para indicar algo importante, que la forma fun-
cional debe ser reajustada para poder obtener una buena descripción. A pesar de que la
Ec. (83) es bien una aproximación cruda del enfoque original, ésta reproduce las carac-
terı́sticas principales.

Como se discutió en nuestro análisis cualitativo se definió la saturación como la
transición de distancias cortas a distancias largas con la escala caracterı́stica dada por
el radio de saturación R0(x). Al observar la Ec. (83) uno se da cuenta que la transición
desde el régimen ”duro” al ”suave” ocurre cuando (x0

x )λ
Q2

0
Q2 = 1. Esta igualdad define

básicamente la misma lı́nea crı́tica que en nuestro análisis cualitativo de la sección 4.7.1
(véase Ec. (80))

Q2 =
1

Q2
0

(
x′0
x
)λ

′
=

1

R2
0

. (84)



49

La ubicación precisa en el plano (x, Q2) y la pendiente de la lı́nea crı́tica es determi-
nada por los ajustes adicionales que no se estudiaran para este documento.

4.8. Método de Minimización χ2

El método χ2 reducido es un método muy popular para la evaluación y comparación
de modelos, diagnóstico de convergencia y estimación de errores en el campo de la fı́si-
ca. Sin embargo existen dos problemas independientes en el método: (a) El número de
grados de libertad sólo puede estimarse para modelos lineales. En lo que concierne a los
modelos no lineales, se desconoce el número de grados de libertad, es decir, no es posi-
ble calcular el valor de χ cuadrado reducido. (b) Debido al ruido aleatorio en los datos,
entonces también el valor del χ cuadrado reducido está sujeto al ruido, es decir, el valor
es incierto. Esta incertidumbre perjudica la utilidad del χ cuadrado reducido para dife-
renciar entre modelos o evaluar la convergencia de un procedimiento de minimización.
El impacto del ruido en el valor deχ cuadrado reducido es sorprendentemente grande,
en particular para conjuntos de datos pequeños, que son muy comunes en problemas de
fı́sica de partı́culas. Como consecuencia, χ cuadrada reducida puede ser utilizada con la
debida precaución para modelos lineales, mientras que no debe usarse para modelos no
lineales en lo absoluto [33].

Al momento de ajustar un modelo f con parámetros θ⃗ a un conjunto de datos N con
valores yn, medidos con errores Gausianos σn en posiciones x⃗n, se necesita minimizar

χ2 = ΣN
n=1(

yn − f(x⃗n; θ⃗)

σn
)2. (85)

Esto es equivalente a maximizar la llamada ”función de verosimilitud”. Si los errores
de las mediciones de los datos no son Gaussianos, χ2 no debe ser utilizado debido a que
no es la estimación de verosimilitud máxima. Por lo tanto, asumimos que los errores
de los datos son de carácter Gaussiano. Si K denota el numero de grados de libertad,
entonces χ2 reducido se define por

χ2
red =

χ2

K
. (86)

χ2
red es una cantidad ampliamente usada en la fı́sica. Se emplea esencialmente para

los siguientes propósitos:

1. Evaluación de modelo único: Si un modelo se ajusta a un conjunto de datos y el
χ2
red resultante es mucho más grande que uno, se considera como un “mal” ajuste,

mientras que si χ2
red < 1, se considera un sobre ajuste.
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2. Comparación de modelos: Dado un conjunto de datos y un conjunto de modelos
diferentes, surge la pregunta de qué modelo se ajusta mejor a los datos. Normal-
mente, cada modelo se ajusta al conjunto de datos seleccionado y los valores de
χ2
red se comparan. El mejor modelo es aquel cuyo valor de χ2

red se acerca más a
uno.

3. Diagnóstico de convergencia: Un ajuste suele ser un proceso iterativo que debe ser
detenido una vez que haya convergido. A veces la convergencia se diagnostica al
monitorear cómo es que el valor de χ2

red evoluciona durante la iteración y el ajuste
se detiene tan pronto como χ2

red alcanza un valor suficientemente cercano a uno.
Por consiguiente, a veces se puede afirmar que “el ajuste ha alcanzado nivel ruido”.

4. Estimación del error: Se ajusta un determinado modelo a un conjunto de datos
dado minimizando χ2 y luego se reescalan los errores de los datos de modo que
el valor de χ2

red es exactamente igual a uno. Luego, se calculan los errores de los
parámetros del modelo. (Ya ha sido discutido por Andrae (2010) que este método
no es del todo correcto, por lo que no se suele considerar) [33].

En todos estos casos, χ2
red destaca por su simplicidad, ya que todo lo que hay que

hacer es dividir el valor de χ2 por el número de grados de libertad y comparar el valor
resultante de χ2

red a uno [33].

4.8.1. Grados de Libertad

Dada la definición de χ2
red , evidentemente es necesario saber el número de grados

de libertad del modelo en cuestión. Para N puntos de datos y P parámetros de ajuste,
una suposición ingenua es que el número de grados de libertad es N − P para cualquier
modelo. Sin embargo, esto no es cierto en general. La determinación de los ”grados de
libertad” se realiza para tres tipos de casos: En primer lugar, los modelos lineales, luego
los modelos lineales con antecedentes y por último los modelos no lineales.

Para una estimación de parámetro dada, por ejemplo, un modelo ajustado a un con-
junto de datos, los grados de libertad son el número de piezas de información inde-
pendientes que se utilizaron. El concepto de “grados de libertad” se puede definir de
diferentes maneras. Aquı́ se ofrece una definición general y sencilla. En otros trabajos se
da una definición más técnica que solo se aplica a modelos lineales [33].

Supongamos que tenemos N mediciones yn y un modelo con P parámetros libres
θ1, θ2, ..., θP . Los valores de los parámetros que mejor se ajustan se encuentran minimi-
zando χ2. Esto quiere decir que nosotros imponemos P restricciones del tipo

∂χ2

∂θP
= 0 ∀p = 1, 2, ..., P (87)
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en nuestro sistema N-dimensional. Por tanto, el número de grados de libertad es
K = N − P . A primera vista, ésta parece una definición concisa e infalible. No obstan-
te, este no es el caso para todos los modelos [33].
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5. Metodologı́a
En esta sección se explicará a detalle el procedimiento que se realizó, tanto teórico

como experimental, para lograr obtener los resultados finales del proyecto y realizar un
análisis conciso. [19], [7], [34].

A lo largo del trabajo se ha explicado los fundamentos teóricos necesarios para po-
der comprender la motivación de la investigación. A continuación, se explica de forma
detallada el proceso con el que se recopilaron datos y se obtuvieron resultados numéri-
cos relevantes a los objetivos del trabajo. Como se ha mencionado, se busca replicar los
hallazgos de los artı́culos de investigación llamados ’Saturation Effects in Deep Inelastic
Scattering at Low Q’ [16] y ’Saturation model of DIS:an update [15] por lo que inicia-
mos el proceso buscando las fuentes de donde provienen los datos experimentales que se
utilizaron para plasmar gráficas. Las dos principales colaboraciones que trabajan con el
análisis de datos extraı́dos de los experimentos del colisionador HERA son ZEUS y H1.

Se hizo una búsqueda exhaustiva en las referencias del artı́culo, la cual encontró que
los datos provenı́an de otro artı́culo de investigación de nombre ’Measurement of the
Proton Structure Function F2 and σγ∗ptot at Low Q2 and Very Low x at HERA’ [10]. Estos
datos fueron útiles para poder realizar un ajuste de la Ec. (83), el cual es considerado
como ’crudo’ y simple, pero sirvió como un ejercicio adecuado para aprender a progra-
mar en C++ y utilizar el ambiente ROOT para el manejo de datos. La segunda etapa
del proyecto fue mas retadora debido a que ahora se buscó realizar un nuevo ajuste con
una ecuación mas completa que incluyera más detalles importantes del modelo como las
contribuciones de los quarks. Sin embargo, al momento de buscar los datos del docu-
mento fue complicado, ya que tiene varios años vigente y la información no se ofrece
fácilmente. Por esta razón es que se utilizó la base de datos HEP Data la cual es conocida
por su amplia colección de documentos y la veracidad de su información.

5.1. Procedimiento GBW Modelo de Saturación
Para este método fue necesario comprender, analizar y conectar procesos matemáti-

cos y conceptos fı́sicos importantes de múltiples artı́culos de investigación acerca del
tema debido a que la lı́nea de investigación es muy extensa y puede derivarse en estudiar
incontables conceptos, cada uno tan importante como el otro. Como tal, se combinaron
o mejor dicho unieron procedimientos para poder llegar a los resultados finales. En pri-
mera instancia, se explicará el proceso matemático que se utilizó en el artiı́ulo [10], ya
que la tabla 9 fue extraı́da del mismo artı́culo.

La sección eficaz medida para una colisión ep en el rango cinemático de HERA
puede ser expresada en términos de funciones estructurales del protón o también como
secciones eficaces para interacciones virtuales fotón-protón como es explica en la Ec.
(88)
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d2σ

dxdQ2
=

2πα2

Q4x
(2− 2y +

y2

1 +R
)F2(x,Q

2)

= Γ[σT (x,Q
2) + ϵ(y)σL(x,Q

2)] ≡ Γσeffγ∗p (x, y,Q
2).

(88)

Aquı́ R = FL/(F2 − FL) donde FL es la función estructural longitudinal, α es la
constate de estructura fina, y σL y σT son las secciones eficaces para los fotones virtua-
les polarizados transversal y longitudinalmente. EL factor de flujo, Γ, y la razón del flujo
longitudinal al transversal, ϵ, se toman como

Γ =
α(2− 2y + y2)

2πQ2x
, ϵ(y) =

2(1− y)

2− 2y + y2
. (89)

La cantidad σeffγ∗p se conoce como la sección eficaz efectiva medida del fotón-protón
virtual para colisiones ep dentro de nuestro rango cinemático. Ésta puede ser determina-
da directamente de los datos sin suposiciones para R. La sección eficaz total del fotón-
protón virtual se define aquı́ como

σtotγ∗p = σT (x,Q
2) + σL(x,Q

2) ≃ 4π2α

Q2
F2(x,Q

2). (90)

En esta definición σtotγ∗p depende solo de Q2 y x (o W) y ası́ los resultados de experi-
mentos diferentes pueden ser fácilmente comparados.

Ahora para extraer la función estructural F2 de estas mediciones se debe hacer una
suposición para la función estructural longitudinal FL, ya que ésta no se ha sido medida
en la región cinemática. En este análisis el modelo de [37] se aplica para poder calcular
R. Estos valores de R después se utilizan para determinar los valores de F2. El modelo se
basa en el proceso de fusión fotón-gluon y tiene el limite adecuado para Q2 → 0 donde
FL deberı́a desaparecer ∝ Q4. Las predicciones de este modelo para los valores de R en
nuestra región cinemática varı́a desde 0.1 en Q2 = 0.35 GeV hasta 0.3 en Q2 = 3.5 GeV.
Las predicciones de R paraQ2 mayores concuerdan con las mediciones de experimentos
con un target fijo. Es importante mencionar que este es un modelo y futuras medicio-
nes podrı́an revelar valores de R bastante diferentes. Sin embargo, solo el punto de la
variable x mas bajo en cada Q2 se ve afectado de manera significativa por la suposición
hecha para R. Si R se toma se considera como cero en lugar de los valores obtenidos uti-
lizando el modelo anterior, la variación en F2 es de 5 a 10 % para el valor más alto de y
(el valor más bajo de x) en cierto valor deQ2, y mas pequeño en cualquier otra región [9].

Los datos obtenidos por las mediciones del artı́culo de investigación [9] se observan
en la tabla 9.
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Una vez que se recopilaron los datos se continuó a analizarlos debido a que estos
mismos datos no fueron del todo concisos o con el enfoque deseado para realizar correc-
tamente el ajuste experimental. Fue necesario realizar otras operaciones adicionales para
poder transformar los datos a los deseados. En la tabla 9 apreciamos la 5ta columna la
cual tiene datos para κσeffγ∗p y nosotros deseamos obtener solo el resultado de σeffγ∗p por lo
que se decidió dividir cada dato de esa columna entre el valor de κ el cual es κ = Q2

4π2α
,

con α = 1/137 con esa modificación y además que se obtuvo el nuevo error en el eje y
por medio de multiplicar la columna final de error total δtot por el nuevo valor de σ. En
consecuencia obtuvimos los datos experimentales de las tablas 10, 11, 12, 13, 14, 15 y
16. Cada tabla tendrá un comportamiento diferente a la hora de graficar los datos.

Con estos datos organizados de forma que cada tabla es un set de mediciones en los
que no se repite la medición de energı́a Q2 fue posible realizar un ajuste a la Ec. (83).
Dicho ajuste se presenta mas adelante en la sección de resultados junto con su análisis.

Después de conseguir realizar un ajuste adecuado para una versión simplificada de
la Ec. (67) se continuó con un ajuste para la ecuación original, la cual describe mejor la
situación fı́sica al considerar varios otros detalles que la Ec. (83) pasa por alto. A conti-
nuación se explica el procedimiento matemático que se siguió para llegar a la ecuación
final a la que se le harı́a el ajuste.

Partiendo de la Ec. (72) podemos despejar para la sección eficaz σγ∗p de forma que

σγ∗p(x,Q2) =
4π2αem

Q2
F2(x,Q

2) (91)

Esta relación (91) es la que ajusta la función estructural del protón F2 calculada por
los datos de HERA sobre la sección eficaz γ∗p , (91) es valida en la aproximación para x
pequeña. En los ajustes se intentó tomar en cuenta datos con x ≤ 10−2 yQ2 ≤ 10GeV 2

con un valor mı́nimo de Q2 = 0,15 GeV 2.

La fórmula teórica básica para F2 corresponde a la imagen dipolar de al dispersión
inelástica profunda (DIS) en x pequeño en el que el fotón virtual se disocia en un par
quark-antiquark (un dipolo qq−) y posteriormente interactúa con el protón. Dicha es for-
mula es en realidad la Ec. (71) que se puede ver de una forma mas clara a continuación,
como la igualdad entre (71) y (72)

F2 = FT + FL =
Q2

4π2αem
(σγ∗pT + σγ∗pL ) (92)

donde sabemos que T y L se refieren la polarización del fotón virtual, transversal
y longitudinal. Por lo tanto la Ec. (67) se modifica de forma que el término dipolar se
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incluya

σT,L = Σf

∫
d2r

∫ 1

0
dz|ΨT,L(z, r,Q

2,mf )|2σdip(r, x), (93)

La sección eficaz dipolar del modelo GBW esta dada por

σdip(r, x) = σ0(1− e−r2Q2
s(x)/4) (94)

donde tiene una forma parecida a la Ec. (74) donde la modificación se presenta al
añadir el termino de la escala de saturación Qs, pero en realidad es la misma ecuación
solo que en (94) está escrita de manera explı́cita. Ahora, se define la escala de saturación
Qs como

Q2
s(x) = Q2

0(
x

x0
)−λ (95)

con nuevamente Q2
0 = 1 GeV 2. La sección eficaz anterior tiene una propiedad en

especifico de escala geométrica [15],

σdip(r, x) = σdip(rQs(x)), (96)

ahora (94) se convierte en una función de una sola variable, rQs, para todos los va-
lores de r y de x. Los tres parámetros del ajuste con el modelo GBW como ya se conoce
son: σ0, x0 yλ.

Por lo tanto se debió modificar toda la secuencia de ecuaciones para poder obtener
resultados similares a los del artı́culo de investigación ’Saturation model of DIS: an up-
date’ [15].

Finalmente para la última parte de este procedimiento y considero que la mas impor-
tante se buscó continuar con la investigación al revisar los procedimientos del artı́culo
[21] donde se introduce una nueva expresión, la sección eficaz reducida con corriente
neutra σ±r,NC , a la cual se le aplicarı́a un ajuste de mı́nimos cuadrados para dos variables
independientes.

Las secciones eficaces de dispersión inelástica e±p profunda reducida de corriente
neutra (NC) están dadas por una combinación lineal de funciones estructurales genera-
lizadas. Para la dispersión e±p no polarizada, las secciones eficaces reducidas, después
de la corrección para los efectos radiativos QED, pueden ser expresadas en términos de
funciones estructurales como



56

σ±r,NC =
d2σe±p

NC

dxBjdQ2
·
Q4xBj

2πα2Y+
= F̃2 ∓

Y−
F+

xF̃3 −
y2

Y+
, (97)

donde la constante de estructura fina, α, la cual se define cuando la transferencia de
momento es cero, el propagador de fotones y el factor de helicidad son absorbidos por las
definiciones de σ±r,NC y Y± = 1 ±(1−y)2. Las funciones estructurales generales F̃2, F̃L

y xF̃3, son sumas de las funciones estructurales FX , F γZ

X y FZ
X . Éstas están relacionadas

al intercambio de fotones, la interferencia del fotón Z y el intercambio Z, respectivamen-
te y dependen de algunos parámetros electro-débiles. Dichos parámetros electro-débiles
no se explican debido a que los datos experimentales con los que se trabaja el ajuste son
para valores bajos de Q2 y la contribución del intercambio Z es despreciable y como
resultado

σ±r,NC = F2 −
y2

Y+
FL. (98)

La contribución del termino que contiene la función estructural F̃L solo afecta de
forma importante para valores de y mas grandes que aproximadamente 0.5.

La Ec. (98) es finalmente la función a la cual se le aplica el ajuste para obtener los
resultados finales del trabajo con los parámetros σ0, x0 y λ como principal objetivo. Los
datos experimentales que se utilizarı́an en el ajuste se extrajeron del mismo documento
[21], el cual tomó en cuenta el trabajo de recolección de datos de las colaboraciones H1
y ZEUS, con la meta de combinar las mediciones y ası́ obtener un rango mas amplio
de datos de Q2, xBj y σ+r,NC . En este caso el conjunto de datos extraı́dos contiene una
cantidad de 485 mediciones con su respectivo error a un valor de energı́a de centro de
masa de

√
s = 318GeV , el cual es esencial para describir la escala de energı́a de la

interacción en cuestión, ya sea electrón-protón e−p o positrón-electrón e+p.

Con tal de obtener la incertidumbre total δtot de forma precisa para todos los datos
de la sección eficaz reducida con corriente neutra σ±r,NC se sumó la cuadratura de todas
las incertidumbres: la incertidumbre estadı́stica δstat, la incertidumbre sistemática corre-
lacionada δcor, la incertidumbre sistemática no correlacionada δcor y las incertidumbres
procedimentales. En esta parte se consideró un mayor número de puntos para una mejor
comprensión y análisis de la estructura interna del protón con esperanza de descubrir una
novedad.

Por último, al finalizar el ajuste y obtener resultados satisfactorios de los parámetros
σ0, x0 y λ se calculó el valor estadı́stico χ2 reducido, el cual evalúa la efectividad de
ajuste de un modelo estadı́stico a un conjunto de datos. En otras palabras, determina qué
tan bien un modelo estadı́stico, en este caso el modelo de saturación GBW, se ajusta a un
conjunto de observables. Por lo tanto es una medida de la eficacia del modelo estadı́stico.
En la siguiente sección se presentan los resultados junto con su análisis.
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6. Resultados y Discusión
En primera instancia, una vez ya recopilados los datos necesarios para realizar el

ajuste, el cual es representado por la expresión (83) al combinar los términos ”suave”
y ”duro” de las Ecs. (81) y (82). Los datos fueron registrados directamente por la cola-
boración H1 la cual es reconocida por su sobresaliente trabajo en el Gran Colisionador
de Hadrones (LHC, por sus siglas en inglés). Fue posible acceder a estos datos gracias
a la base de datos especializada en artı́culos de investigación conocida como HEP Data
la cual ofrece un amplio rango de información correspondiente a diversos experimentos
en varias áreas de la fı́sica. En este caso, fuimos capaces de extraer este grupo de datos
buscando palabras clave sobre el artı́culo de investigación.

Es importante mencionar que para la Fig. (16) los datos que corresponden a la sec-
ción eficaz σγ∗p del eje vertical fueron multiplicados por la constante 128 en especı́fico
para la tabla 10, esto con el fin de que imiten los resultados publicados en [9]. Lo mismo
sucedió con las tablas 11, 12, 13, 14, 15 y 16, pero se multiplicarı́a por una constante que
disminuirı́a de forma 2x por lo tanto la tabla 11 por 64, la 12 por 32 y ası́ hasta llegar a la
última. Esta modificación de los datos fue debido a que en el documento [9] se explica
que las secciones eficaces para valores de energı́a de centro de masa (W) consecutivos
en la tabla 9 se multiplican por los factores que se mencionaron hace poco. En adición,
la razón por la cual no consideramos el error en X es que los valores de energı́a Q2 re-
copilados son directos a diferencia de la sección eficaz σ.

El ajuste fue obtenido gracias al código computacional realizado en el ambiente espe-
cializado en gestión de datos para experimentos de fı́sica de alta energı́a conocido como
ROOT por parte del CERN. Al comparar el ajuste obtenido con aquél del documento
[16] podemos observar que las curvas se comportan de forma similar. Sin embargo, se
debe mencionar que para nuestro resultado el rango de energı́as es limitado. Esto debido
a que los datos que se utilizaron justamente solo cubren el rango, 0.35 GeV 2 ≤ Q2 ≤
3.5 GeV 2, ya que son datos recopilados de la colaboración H1 especı́ficamente para pe-
queños valores de xBj como se observa en la tabla 9. Otro conjunto de datos que son
útiles, pero no nos fue posible encontrar son los de la colaboración ZEUS que si se usa-
ron para el ajuste de [16] junto con datos de H1, pero para valores más grandes de xBj .

Los datos muestran una continuación fluida de las mediciones del objetivo fijo hacia
la región de valores de x bajo en HERA. En la Fig. (16) se aprecia cómo la sección
eficaz decrece a medida que la transferencia de momento del fotón Q2 aumenta. Esto
quiere decir que si el proceso DIS es de carácter más energético de forma que la escala
de energı́a Q2 aumenta entonces existe una menor probabilidad de interacción entre el
fotón virtual y el objetivo hadrónico. Sin embargo, la caracterı́stica más destacable de la
sección eficaz en la Fig. (16) no se pudo observar como en la gráfica obtenida en el docu-
mento [16]. La caracterı́stica que se esperaba observar es el cambio de comportamiento
de las curvas hacia valores pequeños de Q2. La sección eficaz deja de incrementar y em-
pieza a tomar un valor constante cuando se exploran valores pequeños de Q2 de forma
que se puede decir que las curvas giran levemente hasta aplanarse. Esto ilustra el cambio
entre la región de escala y la región de saturación para Q2 alto y bajo, respectivamente.
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Figura 16: Ajuste de la sección eficaz fotón-protón σγ∗p en función deQ2 para varias energı́as.
Los errores representan los errores sistemáticos agregados en cuadratura.
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Como se ha mencionado antes, la razón por la cual no fue posible ver este interesante
comportamiento fue el rango de los datos recopilados, ya que la fuente de donde fueron
extraı́dos no ofrecı́a datos para Q2 < 0.30 GeV 2 y el cambio en el comportamiento solo
se puede apreciar a partir de valores menores a Q2 = 0.012 lo cual es una pena. A pesar
de ello fue posible obtener resultados satisfactorios para los parámetros y un ajuste que
modela el comportamiento deseado dentro del rango a disposición.

Ajuste ml mc mb σ0 [mb] λ x0/10
−4 χ2/Ndof

[16] 0.14 - - 23.02 0.288 3.04 2.86
[16] 0.14 1.40 - 29.12 0.277 0.41 3.78
[15] 0.14 - - 23.58 0.270 2.24 1.83
[15] 0.14 1.40 - 27.32 0.248 0.42 1.60
[15] 0.14 1.40 4.60 27.43 0.248 0.40 1.61

Tabla 2: Resultados de los ajustes realizados a los datos de HERA para Q2 ≤ 10 GeV 2 con
Np = 228 puntos, utilizando la sección eficaz (95). Las masas de los quarks están dadas en
GeV.

En las primeras dos filas de la tabla 2 mostramos el valor de χ2/Ndof o χ2 redu-
cido, donde Ndof = Np− (# de parámetros), calculado con los parámetros originales
del modelo GBW [16]. Altos valores de χ2/Ndof lejanos a 1 sugieren la necesidad de
nuevos ajustes con la intención de mejorar la efectividad de los mismos. Después, en las
siguientes tres filas, se muestran los resultados de los ajustes que actualizan los paráme-
tros originales del modelo. El ajuste fue realizado con ayuda de MINOS del paquete
MINUIT [15], que utilizaron Sapeta y Golec-Biernat en el trabajo para minimizar χ2.

Ajuste σ0 [mb] λ x0/10
−4 χ2 χ2/Ndof

0 41.86 ± 1.58 0.523 ± 0.014 7.44 ± 0.33 189.01 4.61

Tabla 3: Resultados del ajuste de mı́nimos cuadrados de la Ec. (83). No se consideraron masas
para el ajuste por la naturaleza de la ecuación.

Si comparamos los valores de los parámetros con aquellos del artı́culo de investiga-
ción [16], los cuales se muestran en la tabla 2, donde se ejecuta el análisis original pode-
mos argumentar que los valores de nuestro ajuste resultaron ligeramente lejanos de los
valores originales, pero con una orden de magnitud adecuada para el valor del parámetro
en cuestión. Es comprensible la lejanı́a entre los resultados debido a que la Ec. (83) es
una versión simplificada de la Ec. (67), ya que no involucra integrales ni funciones espe-
ciales como la función MacDonald y además se puede trabajar en términos de una sola
variable (de preferencia Q2). Sin mencionar la ausencia de propiedades intrı́nsecas de
los quarks como lo son las masa y la carga, las cuales contribuyen de forma importante
a la efectividad del ajuste. Se caracteriza como un aproximación cruda, pero funcional
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debido a que reproduce las principales caracterı́sticas del comportamiento.

Posteriormente se continuó la investigación con el segundo ajuste, el cual se realizó
ahora en Python por la razón de que programar un código es relativamente más senci-
llo en comparación a C++ debido a la diferencia en la sintaxis. C++ es un lenguaje de
programación estructural mientras que Python es un lenguaje de programación orienta-
do a objetos por lo que es más flexible y manipulable a la hora de programar. Para este
ajuste se tuvo que estructurar el procedimiento completo partiendo de la Ec. (67) como
se explica en la metodologı́a, se utilizaron paqueterı́as para poder ejecutar las funciones
especiales e integrales necesarias de forma sencilla. Sin embargo, el problema que sur-
gió al cambiar de lenguaje fue que al compilar la variedad de códigos para el ajuste y las
gráficas el tiempo que tardó para arrojar resultados fue bastante, en ocasiones un código
podı́a compilar en un par de dı́as. La paqueterı́a mas relevante que se utilizó fue lmfit
la cual utiliza el algoritmo Levenberg-Marquardt para realizar el ajuste de mı́nimos cua-
drados y realmente es muy versátil ya que ofrece un reporte de los resultados muy claro
y conciso sin necesidad de mas cálculos. Tanto los parámetros como el valor estadı́stico
χ2 reducido se muestran en el reporte final.

En las figuras (17) y (18) se presentan los datos combinados de corriente neutra para
la dispersión positrón-protón e+p para Q2 muy bajo con energı́as del haz de protones
920 y 820 GeV. Estos datos fueron tomados durante el perı́odo HERA I y se muestran en
la tabla 8 para los rangos Q2 ≤ 10GeV 2 y xBj ≤ 10−2. Aparte de los datos, también se
muestra el ajuste obtenido para múltiples valores de Q2, en la primera figura únicamente
para valores muy bajos de Q2 mientras que para la segunda son valores moderados.

Observamos en cada una de las gráficas de las figuras (17) y (18) que a medida que
la fracción de momento xBj disminuye el valor de la sección eficaz reducida σ+r,NC au-
menta, es decir, a menor fracción de momento que tengan los partones dentro del protón
es que será más probable que exista la dispersión entre el fotón virtual y un quark. El
comportamiento de la gráfica es coherente ya que un protón o un núcleo con muchos sea
quarks es más susceptible a interactuar en una dispersión de alta energı́a debido a que
valores bajos de fracción de momento se traducen en una mayor densidad numérica de
partones (quarks, sea quarks y gluones) y por lo tanto una mayor probabilidad de dis-
persión. Ahora, las curvas en las gráficas surgen a medida que aumentamos los valores
de energı́a Q2 y las podemos interpretar como que en cierto punto la densidad partónica
deja de crecer con xBj decreciente. A muy baja fracción de momento llega un punto
en el que la probabilidad de dispersión baja y una razón posible es que las partı́culas se
vuelven más pequeñas y entonces es más difı́cil que el fotón encuentre un quark con el
cual dispersarse, pues a mayor energı́a el tamaño efectivo de los partones disminuye de
forma 1/Q2.

Sabemos de los fundamentos teóricos que para los valores de transferencia de mo-
mento Q2 por debajo de la escala de saturación en cuestión, Q2

s, las funciones de distri-
bución de partones (PDFs) en un hadrón se encuentran en el régimen de saturación donde
los efectos no lineales de la QCD se vuelven dominantes. En la mayorı́a de las gráficas
se puede apreciar que el ajuste de los datos experimentales tiene un comportamiento no
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Figura 17: Los datos combinados extraı́dos de HERA para las secciones eficaces reducidas
inclusivas NC e+p a un valor

√
s = 318 GeV como función de xBj a valores muy bajos de

Q2 y el ajuste experimental correspondiente. Las barras de error representan la incertidumbre
total.
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lineal cuando xBj disminuye que es lo mismo que decir que cuando Q2 aumenta ya que
son inversamente proporcionales. Por el otro lado, si nos movemos a valores más altos
de Q2 las funciones de distribución de partones ahora están en el régimen perturbativo
donde se pueden aplicar las ecuaciones de evolución lineales de la QCD. De la misma
manera, al analizar la gráfica vemos que cuando xBj aumenta el comportamiento es li-
neal.

Ajuste mu md ms mc mb σ0 [mb] λ x0/10
−4

1 - - - - - 11.26 ± 0.39 0.283 ± 0.004 6.03 ± 0.46
2 0.0022 0.0047 0.0934 - - 19.04 ± 0.67 0.281 ± 0.004 5.68 ± 0.45
3 0.0022 0.0047 0.0934 1.27 - 20.98 ± 0.88 0.250 ± 0.003 1.04 ± 0.11
4 0.0022 0.0047 0.0934 1.27 4.18 21.12 ± 0.89 0.249 ± 0.003 0.96 ± 0.11
5 0.0022 0.0047 0.0934 1.48 4.18 21.07 ± 0.86 0.252 ± 0.003 1.17 ± 0.12

Tabla 4: Valores de los parámetros con su respectiva incertidumbre del ajuste realizado a los
datos combinados de HERA para Q2 ≤ 10 GeV 2 y xBj ≤ 0,01 con Np = 168 puntos, utili-
zando la Ec. (98). Las masas de los quarks están dadas en GeV fueron extraı́das directamente
de [36]. Los parámetros del ajuste 5 se utilizan para un análisis más detallado.

Ajuste χ2/Ndof

1 1.26
2 1.27
3 1.38
4 1.41
5 1.37

Tabla 5: Resultados de la calidad del ajuste realizado a los datos combinados de HERA para
Q2 ≤ 10 GeV 2 y xBj ≤ 0,01 con Np = 168 puntos, utilizando la Ec. (98).

Los resultados de nuestros ajustes [21] se resumen en la tabla 4. En la tabla 5 se
muestran los resultados de la calidad de nuestros ajustes (1-5) en un intento de optimi-
zar χ2 reducido. La incertidumbre experimental de los parámetros obtenidos en la tabla
4 está dada por la herramienta ’Model’ proveniente de la paqueterı́a lmfit que también
minimizarı́a χ2 en nuestro trabajo.

Observamos una muy buena calidad de ajuste, teniendo en cuenta la precisión de
los datos del acelerador HERA y un número mı́nimo de parámetros (3) ajustados. Los
nuevos parámetros son cercanos a los actualizados, sorprendentemente cercanos, con va-
lores más pequeños por parte del parámetro σ0 en aproximadamente un 25 % y en lo que
concierne al parámetro λ se nota una disminución de menos del 3 %. Además, a dife-
rencia de los resultados del ajuste actualizado [15] se recopilaron los datos de la masa
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Figura 18: Los datos combinados extraı́dos de HERA para las secciones eficaces reducidas
inclusivas NC e+p a un valor

√
s = 318 GeV como función de xBj a valores moderados

de Q2 hasta Q2 = 10 GeV 2 y el ajuste experimental correspondiente. Las barras de error
representan la incertidumbre total.
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Figura 19: Los datos combinados extraı́dos de HERA para las secciones eficaces reducidas
inclusivas NC e+p a un valor

√
s = 318 GeV como función de xBj a valores de Q2 mayores

a Q2 = 10 GeV 2 y el ajuste experimental correspondiente. Las barras de error representan la
incertidumbre total.

de los quarks directamente del ’Particle Data Group’ (PDG) para una mejor precisión
en los resultados. Se realizaron cinco ajustes, cada uno con un enfoque diferente, pues
se pretendió modificar los datos de masa de quarks para cada uno. Para el primer ajuste
no se incluyeron masas y aunque se considera buen ajuste, es el que más refleja discre-
pancia en los valores de los parámetros. Después, en el segundo se consideró las masas
de los quarks ligeros (up, down y strange) con un valor de 0.14 GeV y se acercaron los
valores de los parámetros. Para el tercer ajuste se añadió la masa del charm la cual es
considerablemente mayor en comparación a los otros quarks y es evidente que mejora
la descripción de los datos. Por último, en los ajustes 4 y 5 se añade la contribución del
bottom quark, pero con diferentes valores de charm a pesar de que la masa del bottom es
muy pequeña para Q2 ≤ 10 GeV 2, tomamos los parámetros del ajuste 5 para un análisis
más detallado con el objetivo de comprender mejor el comportamiento del modelo con
quarks pesados.

Al comparar todos los valores de los ajustes entre sı́ podemos notar una tendencia
de χ2

red a crecer a medida se añaden más sabores al modelo lo que claramente incluye
sus masas. Esto es entendible debido a que cualquier procedimiento numérico sufrirá
un aumento en sus errores o incertidumbre a medida que se le agreguen más procesos
o más datos. Sin embargo, es interesante que para el ajuste 5 el valor de χ2

red no crece,
más bien disminuye con un valor de diferente de la masa del charm, mc = 1.48 GeV,
el cual es un valor comúnmente usado en la comunidad de fı́sica de partı́culas. Por con-
siguiente, esta es la razón por la cual se elige el ajuste 5 para profundizar nuestro análisis.

Finalmente, se estudió la sensibilidad de la calidad del ajuste al observar el cambio
en resultados si se establece un valor máximo de la virtualidad del fotón, Q2

max. Los
resultados de los ajustes con cinco sabores para los valores indicados de Q2

max se mues-
tran en la tabla 6. No es necesario poner los errores de los parámetros, ya que sus valores
numéricos son muy cercanos a los del ajuste 5 en la tabla 2. Vemos que la decisión de
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tomar el lı́mite de Q2
max = 10 GeV 2 es la óptima, aunque ampliar la aplicabilidad del

modelo GBW hasta Q2
max = 20 GeV 2 sigue siendo aceptable.

Q2
max [GeV

2] Np σ0 [mb] λ x0 χ2/Ndof

5 134 21.25 0.244 1.09 ×10−4 1.35
10 168 21.07 0.252 1.17 ×10−4 1.37
15 190 20.70 0.262 1.35 ×10−4 1.57
20 202 20.48 0.267 1.45 ×10−4 1.63

Tabla 6: Valores de los parámetros σ0, x0 y λ obtenidos resultado del ajuste de mı́nimos
cuadrados de la Ec. (98).

Ahora, con la finalidad de explorar los resultados para otros rangos analizamos la
tabla 7. Observamos que aunque los conjuntos de datos que se trabajan en estos rangos
son menores al conjunto de datos para Q2 ≤ 10 GeV 2 el valor de χ2 reducido aumenta
lo que confirma una vez más que el lı́mite escogido para un análisis más detallado es el
adecuado para realizar el ajuste.

Rango [GeV 2] Np σ0 [mb] λ x0 χ2/Ndof

1 < Q2 ≤ 10 108 22.80 0.248 0.74 ×10−4 1.52
1 < Q2 ≤ 15 130 21.76 0.260 1.03 ×10−4 1.77

Tabla 7: Valores de los parámetros σ0, x0 y λ obtenidos resultado del ajuste de mı́nimos
cuadrados de la Ec. (98).

El primer parámetro σ0 se refiere al tamaño de la sección eficaz (mb) del protón
desde un perspectiva bidimensional como una tortilla. El parámetro toma un rol clave
al determinar el comportamiento del modelo estadı́stico de saturación, ya que busca la
escala energı́a en la cual los efectos de saturación se vuelven relevantes. El segundo
parámetro, λ es adimensional y se conoce como la potencia de la escala de saturación en
el modelo, este parámetro en mi opinión es el mas importante debido a que determina
la velocidad a la que la escala de saturación varı́a con respecto de Q2, ofrece un valor
numérico para la saturación de gluones en función de la escala de energı́a. Por último,
x0 es el valor inicial de la escala Bjorken en el momento que se manifiesta la saturación
y está relacionado fuertemente con σ0.

En resumen, el modelo GBW ofrece una buena descripción de los datos de HERA
para valores pequeños y moderados deQ2 ≤ 10GeV 2, teniendo en cuenta que el modelo
GBW fue diseñado originalmente para describir la transición de las funciones estructu-
rales y las secciones eficaces DIS a valores pequeños de Q2 tal que Q2 < 1 GeV 2. Esto
se logra con la idea de saturación de partones y solo tres parámetros ajustados.
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7. Conclusiones y Recomendaciones
Las datos experimentales utilizados en el proyecto fueron recopilados de los trabajos

de las colaboraciones H1 y ZEUS [21], las cuales realizaron mediciones de secciones
eficaces de dispersión inclusiva e±p en el acelerador HERA de 1994 a 2007. Los da-
tos se extrajeron de dos configuraciones de haz distintas, llamadas HERA I y HERA
II, con cuatro energı́as de centro de masa diferentes

√
s y con dos detectores diferentes

que cambian y mejoran con el tiempo. Todos los datos inclusivos se combinaron para
crear un conjunto consistente de mediciones de sección eficaz NC para dispersión e±p
no polarizada, que abarca seis órdenes de magnitud tanto en transferencia negativa de
cuadrimomento al cuadrado, Q2, como en x de Björken. Para el enfoque de este pro-
yecto fue necesario reducir la extensión de los datos combinados a Q2 ≤ 10 GeV 2

y xBj < 10−2 con una única energı́a de centro de masa
√
s = 318 GeV debido a

que el modelo estadı́stico deseado, el modelo de saturación GBW, funciona de mane-
ra óptima solo para valores bajos y moderados de Q2, cuando procesa datos tales que
Q2 > 15 GeV 2 la precisión del modelo disminuye drásticamente. La acción de delimi-
tar los rangos de las mediciones a nuestra conveniencia nos permitió abordar la cuestión
de cómo es que funciona el modelo de saturación de DIS desarrollado por Golec-Biernat
y Wüsthoff hace más de 20 años.

Al analizar y evaluar los resultados del modelo podemos argumentar que los valores
de los tres parámetros obtenidos en este trabajo, σ0, x0 y λ, tanto como del ajuste crudo
de la ecuación (83) como del ajuste más completo y formal de la ecuación (98) son sóli-
dos aunque se perciban un poco alejados de aquellos valores obtenidos por los artı́culos
de investigación [16], [15] y [21]. El primer ajuste como se discutió fue realizado con
una versión simplificada de la ecuación original donde no se consideran las masas de
las quarks ni otros detalles importantes por lo que los resultados para este primer ajuste
fueron más alejados de lo normal con un valor de χ2 reducido moderado lo que indi-
ca que no fue tan buen ajuste. Sin embargo, podemos argumentar que encontramos una
muy buena calidad de ajuste para la Ec. (98), la cual incluye todas las consideraciones
necesarias del modelo GBW, ya que todos los ajustes realizados poseen un valor de χ2

red

muy cercano a 1. En especı́fico, los ajustes 4 y 5 de la tabla 2 los cuales incluyen las con-
tribuciones de la masas de los quarks charm y bottom arrojan resultados muy favorables.
Los parámetros reajustados en este trabajo son extremadamente cercanos a los valores
originales y más aun a los valores de la actualización GBW [15] con una disminución
de alrededor de un 25 % en el tamaño del protón σ0 y de menos del 3 % en la potencia
λ de la escala de saturación. Como consecuencia podemos confirmar que el modelo de
saturación GBW aún proporciona una descripción acertada de los datos sobre funciones
estructurales y las secciones eficaces DIS para valores Q2 ≤ 10 GeV 2 y xBj < 10−2.

Es de suma importancia mencionar que ası́ como en cualquier experimento de la
fı́sica no existen resultados perfectos, ya sea en un simple experimento sobre movimien-
to rectilı́neo uniforme utilizando herramientas básicas como lo son un flexómetro y un
cronómetro o en un experimento de colisión de partı́culas utilizando una instalación tec-
nológica de primer nivel en el que se necesitan de miles de personas para completarlo.
Siempre se pueden optimizar resultados y mejorar incertidumbres, esta tesis no es la ex-
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cepción. Es posible obtener resultados más precisos o un ajuste más efectivo al emplear
otros modelos estadı́sticos como, por ejemplo, el modelo DGLAP el cual es una versión
mejorada del modelo GBW ya que es capaz de realizar ajustes de buena calidad para
valores de Q2 mayores a 10 GeV 2. El modelo DGLAP calcula correctamente la sección
eficaz dipolar tanto como para valores bajos de Q2 como para valores altos, lo que le
permite estudiar el comportamiento de dipolos grandes conservando las caracterı́sticas
mas importantes del modelo GBW con una escala de saturación similar. Aparte de la
variedad de modelos que se puedan emplear como alternativa también se recomienda
desarrollar un programa computacional en un lenguaje diferente a Python, tal vez un
lenguaje de programación estructural. Esta opción debido a que el tiempo de compila-
ción de los códigos se consideró muy largo y es una razón para retomar el ambiente de
análisis de datos ROOT o intentar uno nuevo.

En conclusión, el modelo de saturación GBW se mantiene relevante a pesar del pa-
so del tiempo y se considera una contribución formidable a nuestra comprensión del
fenómeno de la dispersión inelástica profunda (DIS) para pequeños valores de xBj . Se
espera que el trabajo plasmado en esta tesis sirva como motivación a continuar con el
estudio de modelos estadı́sticos que describen fenómenos tan complejos como lo son las
interacciones entre partı́culas a muy altas energı́as, cuyos avances no solo contribuyen al
área de fı́sica de partı́culas, pero también a la descripción del universo como lo conoce-
mos. A medida que continuamos expandiendo los lı́mites del conocimiento en esta área,
la estructura interna del protón sigue siendo un tema fascinante, ofreciendo prometedo-
res caminos para futuras investigaciones y descubrimientos.
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[37] F. J. Ynduráin. The Theory of Quark and Gluon Interactions. Cambridge University
Press, 2006.



70

Apéndice

Q2 (GeV 2) xBj σ+
r,NC δtot

0.15 0.502 ×10−5 0.185 0.010440017
0.2 0.669 ×10−5 0.227 0.006127108
0.2 0.849 ×10−5 0.223 0.006785066
0.2 0.110 ×10−4 0.208 0.00911828
0.2 0.398 ×10−4 0.211 0.043552537
0.2 0.251 ×10−3 0.18 0.027610463

0.25 0.836 ×10−5 0.265 0.00766771
0.25 0.106 ×10−4 0.26 0.006989504
0.25 0.138 ×10−4 0.249 0.00682746
0.25 0.230 ×10−4 0.243 0.00957238
0.25 0.398 ×10−4 0.236 0.011223704
0.25 0.110 ×10−3 0.199 0.00999309
0.25 0.251 ×10−3 0.196 0.010230411
0.25 0.394 ×10−3 0.194 0.011582677
0.25 0.158 ×10−2 0.198 0.024977981
0.35 0.512 ×10−5 0.436 0.11199214
0.35 0.100 ×10−4 0.345 0.009932106
0.35 0.127 ×10−4 0.324 0.009086973
0.35 0.165 ×10−4 0.313 0.008561852
0.35 0.320 ×10−4 0.296 0.012199546
0.35 0.662 ×10−4 0.282 0.010493091
0.35 0.130 ×10−4 0.257 0.009022164
0.35 0.220 ×10−3 0.24 0.009323807
0.35 0.500 ×10−3 0.24 0.009090489
0.35 0.251 ×10−2 0.201 0.02236347
0.4 0.133 ×10−4 0.355 0.012101908
0.4 0.170 ×10−4 0.354 0.010455173
0.4 0.220 ×10−4 0.334 0.009725424
0.4 0.368 ×10−4 0.33 0.01383263
0.4 0.883 ×10−4 0.32 0.011812162
0.4 0.176 ×10−3 0.287 0.010703369
0.4 0.294 ×10−3 0.277 0.010543335
0.4 0.631 ×10−3 0.26 0.010512845

Tabla 8: Datos de HERA de las secciones eficaces reducidas combinadas σ+
r,NC para disper-

sión de corriente neutra NC e+p en
√
s = 318 GeV. Los datos de esta tabla fueron utilizados

para realizar los ajustes definitivos del modelo GBW. δtot representa la incertidumbre total
del cálculo de la sección eficaz reducida [21].
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Tabla 8: Continuación

Q2 (GeV 2) xBj σ+
r,NC δtot

0.5 0.732 ×10−5 0.428 0.043032394
0.5 0.158 ×10−4 0.426 0.020227465
0.5 0.212 ×10−4 0.39 0.01267236
0.5 0.276 ×10−4 0.377 0.011888538
0.5 0.398 ×10−4 0.364 0.015991453
0.5 0.100 ×10−3 0.348 0.010350938
0.5 0.251 ×10−3 0.308 0.008948394
0.5 0.368 ×10−3 0.3 0.009583157
0.5 0.800 ×10−3 0.287 0.008918684
0.5 0.320 ×10−2 0.182 0.023949485

0.65 0.952 ×10−5 0.464 0.029020186
0.65 0.158 ×10−4 0.462 0.029978923
0.65 0.398 ×10−4 0.472 0.018676176
0.65 0.598 ×10−4 0.416 0.021342422
0.65 0.100 ×10−3 0.409 0.01560398
0.65 0.251 ×10−3 0.361 0.01230793
0.65 0.478 ×10−3 0.332 0.01205832
0.65 0.800 ×10−3 0.318 0.0101139
0.65 0.320 ×10−2 0.224 0.015253232
0.85 0.124 ×10−4 0.552 0.026278447
0.85 0.200 ×10−4 0.611 0.036481203
0.85 0.398 ×10−4 0.558 0.019621537
0.85 0.500 ×10−4 0.541 0.032061725
0.85 0.100 ×10−3 0.503 0.030872401
0.85 0.251 ×10−3 0.397 0.028728924
0.85 0.800 ×10−3 0.349 0.01967738
0.85 0.320 ×10−2 0.308 0.016975383
1.2 0.176 ×10−4 0.592 0.026852013
1.2 0.200 ×10−4 0.667 0.026541823
1.2 0.320 ×10−4 0.685 0.024092337
1.2 0.631 ×10−4 0.649 0.017060061
1.2 0.800 ×10−4 0.595 0.019142085
1.2 0.130 ×10−3 0.543 0.031476348
1.2 0.158 ×10−3 0.533 0.015089643
1.2 0.398 ×10−3 0.493 0.021471494
1.2 0.130 ×10−2 0.372 0.017577738
1.2 0.500 ×10−2 0.298 0.016497792
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Tabla 8: Continuación

Q2 (GeV 2) xBj σ+
r,NC δtot

1.5 0.185 ×10−4 0.619 0.073811435
1.5 0.220 ×10−4 0.696 0.021918586
1.5 0.320 ×10−4 0.753 0.022941304
1.5 0.500 ×10−4 0.76 0.020399736
1.5 0.800 ×10−4 0.699 0.020551551
1.5 0.130 ×10−3 0.646 0.021815584
1.5 0.200 ×10−3 0.612 0.024462016
1.5 0.320 ×10−3 0.577 0.019198326
1.5 0.500 ×10−3 0.547 0.042383959
1.5 0.800 ×10−3 0.49 0.018528027
1.5 0.100 ×10−2 0.462 0.030597343
1.5 0.320 ×10−2 0.41 0.014449752
1.5 0.130 ×10−1 0.324 0.022946109
2 0.247 ×10−4 0.781 0.06537068
2 0.293 ×10−4 0.788 0.021765353
2 0.500 ×10−4 0.823 0.022230295
2 0.800 ×10−4 0.762 0.015686099
2 0.130 ×10−3 0.723 0.015433468
2 0.200 ×10−3 0.679 0.015102065
2 0.320 ×10−3 0.627 0.015511377
2 0.500 ×10−3 0.575 0.015938498
2 0.100 ×10−2 0.51 0.012270032
2 0.320 ×10−2 0.426 0.012284617

2.7 0.309 ×10−4 0.845 0.047356125
2.7 0.366 ×10−4 0.866 0.030274473
2.7 0.409 ×10−4 0.937 0.084153347
2.7 0.500 ×10−4 0.883 0.021954761
2.7 0.800 ×10−4 0.889 0.014817259
2.7 0.130 ×10−3 0.805 0.011743899
2.7 0.200 ×10−3 0.781 0.016384628
2.7 0.320 ×10−3 0.7 0.014500648
2.7 0.500 ×10−3 0.645 0.012624382
2.7 0.800 ×10−3 0.594 0.013567797
2.7 0.130 ×10−2 0.567 0.011998851
2.7 0.200 ×10−2 0.481 0.01502923
2.7 0.500 ×10−2 0.453 0.012149609
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Tabla 8: Continuación

Q2 (GeV 2) xBj σ+
r,NC δtot

3.5 0.406 ×10−4 0.806 0.061662846
3.5 0.432 ×10−4 0.881 0.063967699
3.5 0.460 ×10−4 0.965 0.043005666
3.5 0.512 ×10−4 0.94 0.037933047
3.5 0.531 ×10−4 0.88 0.037141109
3.5 0.800 ×10−4 0.952 0.021320337
3.5 0.130 ×10−3 0.918 0.013458644
3.5 0.200 ×10−3 0.854 0.0124684
3.5 0.320 ×10−3 0.791 0.012109536
3.5 0.500 ×10−3 0.749 0.01316494
3.5 0.800 ×10−3 0.659 0.01113359
3.5 0.130 ×10−2 0.623 0.012257753
3.5 0.200 ×10−2 0.568 0.008000134
3.5 0.800 ×10−2 0.462 0.008598911
4.5 0.522 ×10−4 0.916 0.072376232
4.5 0.592 ×10−4 0.971 0.041338037
4.5 0.618 ×10−4 0.97 0.0672464
4.5 0.683 ×10−4 1.08 0.033313055
4.5 0.732 ×10−4 1.019 0.03211273
4.5 0.818 ×10−4 1.08 0.169348029
4.5 0.130 ×10−4 1.02 0.018745813
4.5 0.200 ×10−3 0.961 0.015254797
4.5 0.320 ×10−3 0.893 0.01374437
4.5 0.500 ×10−3 0.797 0.012894662
4.5 0.800 ×10−3 0.72 0.013147444
4.5 0.130 ×10−2 0.665 0.012808977
4.5 0.200 ×10−2 0.615 0.01171684
4.5 0.320×10−2 0.572 0.010270546
6.5 0.754 ×10−4 1.117 0.085455026
6.5 0.803 ×10−4 1.085 0.062898658
6.5 0.855 ×10−4 1.097 0.045670391
6.5 0.951 ×10−4 1.084 0.046234347
6.5 0.986 ×10−4 1.177 0.038321247
6.5 0.130 ×10−3 1.113 0.02221906
6.5 0.200E ×10−3 1.112 0.016391725
6.5 0.320 ×10−3 1.001 0.013627577
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Tabla 8: Continuación

Q2 (GeV 2) xBj σ+
r,NC δtot

6.5 0.500 ×10−3 0.933 0.015740072
6.5 0.800 ×10−3 0.849 0.013334977
6.5 0.130 ×10−2 0.758 0.012343303
6.5 0.200 ×10−2 0.695 0.010155803
6.5 0.320 ×10−2 0.641 0.011045492
6.5 0.500 ×10−2 0.579 0.009725132
8.5 0.986 ×10−4 1.161 0.046652413
8.5 0.105 ×10−3 1.183 0.072022746
8.5 0.112 ×10−3 1.18 0.047571126
8.5 0.124 ×10−3 1.259 0.037954831
8.5 0.129 ×10−3 1.232 0.034705683
8.5 0.139 ×10−3 1.257 0.076863469
8.5 0.200 ×10−3 1.195 0.022175221
8.5 0.320 ×10−3 1.107 0.015411174
8.5 0.500 ×10−3 1.014 0.015586931
8.5 0.800 ×10−3 0.931 0.013885327
8.5 0.130 ×10−2 0.839 0.013000981
8.5 0.200 ×10−2 0.769 0.014630819
8.5 0.320 ×10−2 0.661 0.013085797
8.5 0,500 ×10−2 0.632 0.011657445
10 0.320 ×10−3 1.138 0.028412421
10 0.500 ×10−3 1.058 0.024768275
10 0.800 ×10−3 0.977 0.023803738
10 0.130 ×10−2 0.888 0.02368098
10 0.200 ×10−2 0.802 0.023355143
10 0.500 ×10−2 0.628 0.011070092
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Q2 (GeV 2) x y W (GeV) κσeff
γ∗p R F2 δstat ( %) δsyst ( %) δtot ( %)

0.35 0.0000061 0.640 240. 0.384 0.10 0.397 5.5 14.5 15.5
0.50 0.0000086 0.640 240. 0.473 0.13 0.494 3.6 11.1 11.7
0.65 0.0000112 0.640 240. 0.539 0.16 0.568 3.6 10.4 11.0
0.65 0.0000164 0.440 199. 0.536 0.15 0.547 2.9 8.8 9.2
0.85 0.0000138 0.682 248. 0.664 0.19 0.713 5.0 13.0 13.9
0.85 0.000020 0.470 206. 0.628 0.19 0.646 2.6 6.6 7.1
0.85 0.000032 0.294 163. 0.615 0.18 0.621 2.4 7.2 7.6
0.85 0.000050 0.188 130. 0.576 0.18 0.578 2.8 8.1 8.6
0.85 0.000080 0.118 103. 0.533 0.17 0.534 3.1 15.4 15.7
1.20 0.000020 0.664 245. 0.793 0.23 0.857 3.5 10.5 11.0
1.20 0.000032 0.415 194. 0.741 0.22 0.759 2.6 7.1 7.6
1.20 0.000050 0.266 155. 0.709 0.22 0.715 2.2 6.9 7.2
1.20 0.000080 0.166 122. 0.626 0.21 0.627 2.1 8.9 9.2
1.20 0.000130 0.102 96. 0.569 0.21 0.570 2.4 5.1 5.6
1.20 0.000200 0.066 77. 0.525 0.21 0.525 2.4 5.2 5.8
1.20 0.000320 0.042 61. 0.531 0.21 0.531 2.4 7.9 8.3
1.50 0.000032 0.519 217. 0.817 0.25 0.855 3.2 8.8 9.4
1.50 0.000050 0.332 173. 0.771 0.25 0.783 2.7 5.9 6.4
1.50 0.000080 0.208 137. 0.687 0.24 0.690 2.4 6.9 7.3
1.50 0.000130 0.128 107. 0.668 0.23 0.669 2.5 6.6 7.1
1.50 0.000200 0.083 87. 0.645 0.23 0.645 2.5 7.4 7.8
1.50 0.000320 0.052 68. 0.613 0.23 0.613 2.5 6.9 7.4
1.50 0.000500 0.033 55 . 0.577 0.23 0.577 2.5 7.9 8.3
2.00 0.000032 0.692 250. 0.945 0.29 1.048 5.0 12.9 13.9
2.00 0.000050 0.443 200. 0.908 0.28 0.939 3.2 6.0 6.8
2.00 0.000080 0.277 158. 0.743 0.27 0.751 2.9 5.8 6.5
2.00 0.000130 0.170 124. 0.727 0.26 0.729 2.7 7.6 8.0
2.00 0.000200 0.111 100. 0.716 0.26 0.717 2.8 5.8 6.4
2.00 0.000320 0.069 79. 0.727 0.25 0.727 2.8 5.9 6.6
2.00 0.000500 0.044 63. 0.639 0.25 0.639 2.9 8.3 8.8
2.50 0.000050 0.554 224. 0.973 0.30 1.034 4.3 11.2 12.0
2.50 0.000080 0.346 177. 0.932 0.29 0.950 3.3 5.4 6.3
2.50 0.000130 0.213 139. 0.917 0.28 0.922 2.9 7.6 8.1
2.50 0.000200 0.138 112. 0.840 0.27 0.842 2.8 6.8 7.4
2.50 0.000320 0.086 88. 0.702 0.27 0.703 3.1 5.3 6.1
2.50 0.000500 0.055 71. 0.649 0.26 0.649 3.2 6.8 7.6
2.50 0.000800 0.035 56. 0.590 0.26 0.590 3.3 8.2 8.9
3.50 0.000080 0.484 209. 1.045 0.32 1.094 4.1 8.6 9.5
3.50 0.000130 0.298 164. 1.003 0.31 1.018 3.5 5.0 6.1
3.50 0.000200 0.194 132. 0.869 0.30 0.873 3.3 7.2 7.9
3.50 0.000320 0.121 105. 0.898 0.29 0.899 3.2 8.5 9.1
3.50 0.000500 0.077 84. 0.863 0.28 0.864 3.4 6.5 7.3
3.50 0.000800 0.048 66. 0.686 0.28 0.686 3.6 7.4 8.2
3.50 0.001300 0.030 52. 0.663 0.27 0.663 3.6 7.5 8.3

Tabla 9: Función estructural del protón F2(x,Q
2) y la sección eficaz fotón-protón virtual efectiva

σeffγ∗p (W,Q
2) escalado por el factor cinemático κ = Q2/(4πα) con δstat, δsyst y δtot [9].
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Q2 σγ∗p X Error Y Error
0.35 7787.093 0.0 9.430
0.50 6714.340 0.0 6.137
0.65 5885.557 0.0 5.058
0.85 5544.487 0.0 6.021
1.20 4690.338 0.0 4.031
1.50 3865.832 0.0 2.839
2.00 3353.621 0.0 3.642
2.50 2762.390 0.0 2.590
3.50 2119.144 0.0 1.573

Tabla 10: Datos experimentales modificados para la primera curva.

Q2 σγ∗p X Error Y Error
0.65 2921.116 0.0 4.199
0.85 2617.207 0.0 2.903
1.20 2187.431 0.0 2.598
1.50 1820.793 0.0 1.821
2.00 1608.249 0.0 1.709
2.50 1320.606 0.0 1.300
3.50 1015.150 0.0 0.968

Tabla 11: Datos experimentales modificados para la segunda curva.

Q2 σγ∗p X Error Y Error
0.85 1285.594 0.0 3.053
1.20 1049.815 0.0 2.362
1.50 813.791 0.0 1.856
2.00 660.095 0.0 1.341
2.50 651.744 0.0 1.650
3.50 441.163 0.0 1.089

Tabla 12: Datos experimentales modificados para la tercera curva.
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Q2 σγ∗p X Error Y Error
0.85 602.034 0.0 3.236
1.20 463.458 0.0 2.665
1.50 395.642 0.0 1.756
2.00 322.940 0.0 1.615
2.50 298.509 0.0 1.381
3.50 227.943 0.0 1.296

Tabla 13: Datos experimentales modificados para la cuarta curva.

Q2 σγ∗p X Error Y Error
0.85 278.545 0.0 5.466
1.20 210.629 0.0 1.474
1.50 191.010 0.0 1.862
2.00 159.027 0.0 1.312
2.50 124.734 0.0 0.951
3.50 109.529 0.0 0.999

Tabla 14: Datos experimentales modificados para la quinta curva.

Q2 σγ∗p X Error Y Error
1.20 97.171 0.0 1.409
1.50 90.767 0.0 1.679
2.00 80.735 0.0 1.332
2.50 57.658 0.0 1.096
3.50 43.533 0.0 0.892

Tabla 15: Datos experimentales modificados para la sexta curva.

Q2 σγ∗p X Error Y Error
1.20 49.141 0.0 2.039
1.50 42.718 0.0 1.773
2.00 35.481 0.0 1.561
2.50 26.208 0.0 1.166
3.50 21.036 0.0 0.873

Tabla 16: Datos experimentales modificados para la séptima curva.
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Listing 1: Código computacional del ajuste al modelo GBW

# some basic imports
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from lmfit import Model, models
from uncertainties import umath
%matplotlib inline
import math
from sympy import Symbol
import scipy.special as special
from scipy.special import kv
import scipy.integrate as integrate

Q0 = 1 #GeV
alpha = 1/137
##### quark masses GeV
mu = 2.16/1000 #up
md= 4.67/1000 #down
ms = 93.4/1000 #strange
mc = 1.48 #charm
mb = 4.18 #botoom
mt = 172.69 ## top, we will not use it
sqrts = 318 #GeV
s = 318**2 #GeV
#sigma0 = 59.1454 #GeV --> 23.03 mb
#x0 = 3.04*10**(-4)
#lamb = 0.288
#x = 0.0002
#ef2=10/9
eu2 = 4/9
ed2 = 1/9

def Qs2(x, x0, lamb):
return (Q0**2)*(x0/x)**(lamb)

def sigmaqqb(x, r, x0, lamb, sigma0):
#print(type(x),type(r))
return sigma0*(1 - np.exp(-(Qs2(x,x0, lamb)/4)*r**2))

def epsilon2(z, Q2, mf):
return z*(1-z)*Q2 + mf**2

def epsilon(z, Q2, mf):
return np.sqrt(z*(1-z)*Q2 + mf**2)
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def psiT2(z, r, Q2, mf, ef2):
return ((6*alpha)/(4*(math.pi**2))*(ef2)

*((z**2+(1-z)**2)*epsilon2(z, Q2, mf)

*((special.kv(1, epsilon(z, Q2, mf)*r))**2)
+ (mf**2)*(special.kv(0, epsilon(z, Q2, mf)*r))**2))

def psiL2(z, r, Q2, mf, ef2):
return ((6*alpha)/(4*np.pi**2)*(ef2)

*(4*Q2*(z**2)*((1-z)**2)*(special.kv(0, epsilon(z, Q2, mf)*r))**2))

def psiR2flav(z, r, Q2, y, mf, ef2):
return (psiT2(z, r, Q2, mf, ef2)

+ (1-y**2/(1 + (1 - y)**2))* psiL2(z, r, Q2, mf, ef2) )

def psiR2(z, r, Q2, y):
return (psiR2flav(z, r, Q2, y, mu, eu2) #up quark

+ psiR2flav(z, r, Q2, y, md, ed2) # down quark
+ psiR2flav(z, r, Q2, y, ms, ed2) # strange quark
+ psiR2flav(z, r, Q2, y, mc, eu2) # charm quark
+ psiR2flav(z, r, Q2, y, mb, ed2)) # bottom quark

def sigmaredInt(r,z, x, Q2, x0,lamb, sigma0):
return (psiR2(z, r, Q2, Q2/s/x)*sigmaqqb(x, r,x0,lamb, sigma0)

*2*math.pi*r*Q2/(4*math.pi**2*alpha))

def sigmared(x, Q2, x0,lamb, sigma0):
# Make q iterable if it is only a float/int

if not hasattr(x, ’__iter__’):
x = np.array([x])

if not hasattr(Q2, ’__iter__’):
Q2 = np.array([Q2])

# try to write it simpler ... take an element from the list,

# insert, then append
resultint = []
for i in range(0, len(Q2)):

xd = x[i]
Q2d = Q2[i]

# print(Q2d)
to_be_integrated = lambda r, z, xd, Q2d,x0, lamb, sigma0:
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sigmaredInt(r, z, xd, Q2d, x0, lamb, sigma0)
resultint.append(integrate.dblquad(sigmaredInt,
0,1, 0, 30, args=(xd, Q2d, x0, lamb, sigma0))[0])

return np.array(resultint)

####### start with the fit ########

def fitfunction(x, Q2, x0=0.000545, lamb=0.3, sigma0=60):
return sigmared(x, Q2, x0, lamb, sigma0)

model = Model(fitfunction, independent_vars=[’x’, ’Q2’])

params = model.make_params(x0=dict(value =0.000545,

min = 0.0000545, max=0.00545 ),
lamb=dict(value=0.3, min = 0.01, max = 0.6),

sigma0= dict(value = 60, min = 1, max = 1000))

xdat = np.array(xdat, dtype=float)
Q2dat = np.array(Q2dat, dtype=float)
sigdat = np.array(sigdat, dtype=float)
uncert = np.array(uncert, dtype=float)

result= model.fit(sigdat, params, x=xdat, Q2=Q2dat, weights=1/uncert)

print(result.fit_report())

### Plot

import matplotlib.patches as mpatches
plt.errorbar(xdat,sigdat,yerr=uncert,fmt=’r.’,label=’observations)
plt.plot(xdat, result.best_fit, ’-’, label=’fit’)
plt.xscale("log")

my_variable_list = [’Qˆ{2}’, ’x_{Bj}’, ’\sigma_{r, NC}ˆ{+}’]
leg1 = plt.legend(loc=’lower left’)
plt.gca().add_artist(leg1)
Q2 = mpatches.Patch(color=’black’, label=’$Qˆ{2} = 10.0\ GeVˆ{2}$’)
plt.legend(handles=[Q2])
plt.xlabel(r’$ %s $’ % my_variable_list[1], fontsize=14)
plt.ylabel(r’$ %s $’ % my_variable_list[2], fontsize=13)
#plt.savefig(’Q2=10.png’,dpi=300)
plt.show()
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