CAPITULO 6.

Ecuaciones diferenciales con evolucion en el tiempo.
A continuacién se propone una metodologia de procesado Optico para visualizar a las
soluciones de distintas ecuaciones diferenciales que contienen evolucion temporal, mas
que propagacion en el espacio [1]. Se discute un método general el cual se ilustra con

dos casos especificos.

6.1 Solucidn general de ecuaciones diferenciales de grado indefinido.

Considérese una ecuacion diferencial parcial de dos variables del tipo

o"U o"U
-
ox™ ot"

=0. (6.1)

En la ecuacién ( 6.1 ) las letras m y n denotan ntimeros positivos; los cuales representan
los grados en las variables x, y t, respectivamente.

Una forma de obtener una solucion general es suponer que existe el espectro de Fourier

LT(,u, ¢) de la solucion de U (X,t) [3]. Es decir,

Ut = [ [0 g)e duds (62)

Si a continuacion se aplica el teorema de la derivada a la transformada, entonces se

obtiene

amU T H m 027 (Xu+
S [ [0 n@2mm e Oduds,  (63)

De igual manera, se puede obtener

an

O TTﬁ(y,z)(izyz;)”e””“”*‘?’dyd;. (6.4)
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Consecuentemente, sustituyendo la ecuacion ( 6.3 ) y ( 6.4 ) y factorizando la funcion

exponencial, la ecuacion ( 6.1 )se puede expresar como

am
OX

J —a%i? = ﬁ (27" = a(i220)" |0 (. )™ O dpds =0. (6.5)

Excluyendo la solucion trivial G( 1,¢) =0, para que la transformada inversa de Fourier

para cualquier valor de x y de t sea igual a cero, es necesario que el integrando sea igual

a cero. En términos matematicos,
[(2710)" = ex(i27)" | = 0. (6.6)

Al despejar la variable C , la condicion en la ecuacion ( 6.6 ) puede rescribirse como:

_n/i(i27r)m mo
¢ = o (i27) )7 ; (6.7)

Es conveniente re expresar a la ecuacion ( 6.7 ) como

1 . mnoom
c{—} (i27) " ()" (6.8)
o
Una vez realizado el célculo anterior, al igual que en el capitulo 2 y 4, conviene
considerar un sistema Optico con un filtro en el plano de difraccion de Fraunhofer .
De acuerdo con la solucion obtenida en la ecuacion ( 6.8 ) la transmitancia en amplitud
del filtro para obtener una representacion optica de la solucién a la ecuacion ( 6.17 ); de

una rendija estrecha, sobre un fondo opaco, se expresa como,

m-n m

P(u,4)=6(z;—( j"(izmr‘w”). (6.9)

1
a
Como es de esperarse esta formulacion estd restringida a trayectorias posibles en el
plano (£,¢). Es decir para curvas que son factibles en el plano (w,0). Por lo que la

formulacion solo es valida para ciertos parametros « , m, n.
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A continuacién se discuten dos casos particulares que ilustran las ventajas y
limitaciones de esta propuesta.
La tabla 6.1 muestra un sumario de la solucion a distintas ecuaciones diferenciales

parciales variando los valores de my n

. U au_ |1 oUu aU ou  oU o’y oU
Ecuacion —a—=0 ——a—=0| ——a—=0 ——a—>=0
Diferencial o ot OX ot OX ot OX ot
Trayectoria 1 P 1 1
infinitesima | O0({ —— u) o(¢ - I—ﬁ 10) J e ) S - N m)
1 del filtro @ @

Tabla 6.1 Solucion a ecuaciones diferencial y trayectoria infinitesimal del filtro.

Como se puede observar de los resultados que presenta la tabla 6.1 solo dos casos son
factibles de ser graficados en el plano (u,l). Los otros dos casos no son fisicamente

realizables con lo discutido en esta tesis.

6.2 Visualizacion dptica de ciertos casos especificos.

Considérese la ecuacion diferencial parcial

., N

+a—=0. (6.10)
OX ot

En este caso particular la ecuacion ( 6.5 ) se transforma en
—+ EU j j [(i2710) + a(i220) |0 (1, ) dpds =0, (6.11)

Consecuentemente la ecuacion ( 6.8 ) toma la forma

S=——p. (6.12)
a
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Por lo tanto el filtro espacial requerido es una rendija estrecha sobre un fondo opaco y

se expresa como en la referencia [3],
1
P(ﬂa§)=5(§+;ﬂ)- (6.13)

Esta trayectoria es fisicamente realizable si el parametro « es un niimero real distinto
de cero.
La solucion a este tipo de ecuacion diferencial, ecuacion ( 6.10 ), es entonces de la

forma
T —i27r(£),u 127 Xu
U(x,t)zjuo(y)e o el
_U,(x=1). (6.14)
(04

: 1
Por lo que claramente el parametro « es el reciproco de una velocidad V = —, por lo
a

que la condicidn es en realidad x —Vt.

En la figura 6.1 se muestra esquematicamente este tipo de filtro espacial.

Figura 6.1 Transmitancia en amplitud del filtro de una rendija estrecha sobre un fondo opaco.
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Consideremos ahora dos ejemplos de soluciones Opticas a ecuaciones diferenciales
parciales aplicadas a la fisica directamente [4].

Ecuacion diferencial linealizada de Korteweg de Vries (KDV)

De acuerdo con la referencia [5] esta ecuacién representa una aproximacion del
movimiento unidireccional de una onda en la capa delgada de la superficie de un fluido,

cuando la deformacion de la superficie es conocida.

aU(x,t)+aaU(x,t)+ﬂ ’
ot OX OX

o’U (x,t) 0 (6.15)

La solucion a la ecuacion ( 6.15 ) en su forma integral se expresa como

j j [(270) + ai270) + B27010)* |0 (. ) O dpd g = 0 (6.16)

—00—00

Por lo que la ecuacion ( 6.16 ) se transforma en la condicion
S=4n’pu’ —ap. (6.17)
Por lo tanto el filtro espacial requerido, para visualizar opticamente a la solucion, es una
rendija estrecha sobre un fondo opaco y se expresa como,
P(1,$)=3(¢ —(4n° B’ —ap)). (6.18)
La solucion a la ecuacion diferencial linealizada KDV, ecuacion ( 6.15 ), es entonces de

la forma

U (X,t) = J. GO (ﬂ) ei27zt (47z2ﬂy3—ay)ei27rxludﬂ

_ ]3 Go (,U) eizm 4ﬁ2ﬂy3ei27r(x—a),udlu (6.19)
Por lo que se prevé que la soluc_iogn tenga su origen en X =« , par t=0.
La figura 6.2 muestra esquematicamente la forma del filtro espacial que simula
Optimamente la solucion a la ecuacion diferencial linealizada KDV, par los valores de

a=1,p=1
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Figura 6.2 Transmitancia en amplitud del filtro de una rendija estrecha sobre un fondo opaco.

La figura 6.3 muestra un dispositivo Optico como el que se discute en capitulos
anteriores con un filtro en el plano de difraccion de Fraunhofer como el que describe la

ecuacion 6.18.

Plano
Plano Imagen
de t

difraccion de
Fraunhofer

Figura 6.3 Dispositivo optico con filtro en el plano de difraccion de Fraunhofer.
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La figura 6.4 muestra la distribucioén de irradiancia experimental en el plano imagen de
un sistema con una fuente puntual en el plano objeto y un filtro en el plano de difraccion

de Fraunhofer como el que muestra la figura 6.2.

Figura 6.4 Distribucion de irradiancia experimental.

Si se realizan barridos a lo largo del eje x de la distribucion de irradiancia experimental
se obtienen variaciones en irradiancia proporcionales a la solucién de la ecuacion
diferencial linealizada KDV para distintos valores de tiempo.

La tabla 6.2 muestra el resultado de realizar el barrido mediante un programa de analisis
de imagenes a lo largo del eje x de la distribucion de irradiancia experimental para

distintos valores de tiempo t.
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Dist. de Irradiancia exp

Distribucién de irradiancia a lo largo del eje x

000.00
0.oo0 e i)
o Linit 54T ——
s000.00
t
oool. ]
0 Linit 24T —
000.00
ts
0.oo0 ppr—
o unit S4T——
000.00
ts
0.00 —]
0] Linit 47—
s000.00
t,
0.oo0
0 Linit 247 —
000.00
ts
0.oo0
o Linit 54T —

Tabla 6.2 Distribucion de Irradiancia a lo largo del eje x para distintos valores de tiempo.
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Como se puede concluir de los casos considerados en la tabla 6.1 no todas las
trayectorias son fisicamente realizables debido a que para ciertos casos de los
parametros m y n se obtienen trayectorias que contienen un factor complejo.

En los resultados de la tabla 6.2 se puede observar que los valores maximos estan
saturados. A pesar de ello es factible notar que la distribucion de irradiancia indica
como se propaga la onda sobre la superficie del agua con respecto al eje x en funcion de
variaciones en el tiempo. Obsérvese que para t=0 la onda inicial es practicamente
simétrica. Al evolucionar en el tiempo la onda inicial, esta simetria desaparece. El
maximo valor (ya sin saturacion) se encuentra desplazado de mano derecha. La
tendencia para tiempos largos es la condiciéon de esta estacionario con un valor
constante. Cuando se tiene como condicion inicial una delta de Dirac, de acuerdo con el

fenémeno que describe la ecuacion linealizada KDV.
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