CAPITULO 4

Ecuacion de Helmholtz en el régimen no-paraxial.

Se extienden los resultados del capitulo 2 y 3, para analizar un método Oéptico de
visualizacion de la propagacion en el espacio libre [1], en el régimen no-paraxial. Para ello

se emplea un filtro espacial binario, distribuido en la forma de un anulo.

4.1 Filtraje espacial de una funcién mediante un filtro con transmitancia

circular.

Al igual que en el capitulo 2, se considera que un sistema 6ptico con un filtro en el plano de
difraccion de Fraunhofer como lo muestra la figura 4.1, en el plano objeto la distribucién de
amplitud compleja esta contenida en el eje x [2-3]. La transmitancia en amplitud de la
pantalla de entrada mostrada en la figura 4.2(a) se representa por la condicion inicial a z=0

G,(x,z) =F(x)o(z). (4.1)
Como se indica en el capitulo 1, la distribucion de amplitud en el plano de Fourier es
proporcional a la transformada de Fourier de G, (x, z).

éo (ﬂ,é’) = J. J.GO(X’ Z)e—izfr(yx+§z)dx dy ,

—00—00

- J.F(x)e’iz”“dx ,

=F(u). (4.2)
En la ecuacion (4.2) se denota como If(y) a la transformada de Fourier de la condicién

inicial F(x).
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La transmitancia en amplitud de una rendija estrecha en la forma de un circulo, sobre un

fondo opéco, se expresa como,
P(1,$) =6(Q* —u* = ¢?). (4.3)

lo anterior se muestra en la figura 4.2 (b).

Plano
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Plano N
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de Fraunhofer

G

Figura 4.1 Sistema Optico formado por dos lentes y un filtro en el plano de Fourier

La distribucion de amplitud compleja detras del filtro, ecuacion 4.3, es
G(u,&) = 5(Q° — 1 =¢7)Gy (1,4) (44)

=5(Q* - 1? = CPF(u). (45)
La distribucion de amplitud compleja en el plano de difraccién de Fraunhofer genera una
distribucion de amplitud compleja en el plano imagen del procesador éptico, la cual es

proporcional a la transformada de Fourier inversa de la ecuacion (4.4)

G(x.2) = [ [G(u ¢)e* ™ *duds (46)

—00—00
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Sustituyendo la ecuacién (4.5) en (4.6) se tiene que la distribucion n amplitud de la salida

del sistema es:

G(x 2)= | [6(Q ~ i = *)F (w)e™ ™ dud( (47)

—00—00

Figura 4.2 (a) Funcion de entrada F(x) alo largo del gje x, (b) Rendija estrecha circular, sobre un fondo opaco

para implementar el filtro optico.

De acuerdo con las propiedades de la Delta de Dirac se tiene que
G(x,2) = [ F(u)e® ™ e?™dy | (48)

En la siguiente seccion se vincula este resultado con la solucion a la ecuacion de Helmholtz
en el régimen no-paraxial.

4.2 Ecuacion de Helmholtz en el regimen no-paraxial.

Consideremos la ecuacion de Helmholtz en el régimen no-paraxial:

o°U o
+

=~ 5 +k®U(x,2)=0; (4.9)
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en donde k es el nimero de onda k = 277[

Al igual que en el capitulo 2, una forma de obtener una solucién general es considerar la

expresion de la onda en el plano de frecuencias espaciales [6].
U(x,2)= jJ(y, z)e'?™dy (4.10)
Derivando y sustituyendo esta ltima expresion en la ecuacion (4.9 ) se obtiene que:

2 © - )
%XLZ’ = [(i27) 0 (u,2)€ (4.11)

aZU K aljz(/“l’ Z) 127 Xu
= e
oz’ oz*

—00

du. (4.12)

Consecuentemente la ecuacion de Helmholtz se puede expresar como:

~ ~2 ~ .
[ |2 Oy + 52 10 (02) | € =0. (413)
Z

Para que la igualdad se satisfaga la transformada inversa de Fourier debe ser igual a cero

para todo X, es decir el integrando debe ser igual a cero, de lo cual:

oU?(u,2)

P = [k (2202 ] 0w 2). (4.14)

Se propone una solucién a la ecuacion diferencial, (4.14), de la forma
U (u2) = U, ()6 10, (g)e 2+

(4.15)
Por lo que el espectro de Fourier de la solucion a la ecuacion de Helmholtz esta dado por la

ecuacion ( 4.15). La solucion a la ecuacion de Helmholtz es
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U (X, Z) — IJO (lu)eiZﬂZw/—jjz_,uZeiZﬂX,delu+ J‘Jl(lu)e—iZ;rz,l_fz—,qzei2717(#dlu . (416)

. 1
12z 2 ?—,uz

plana con frecuencia espacial p hacia delante del objeto, por el contrario el término que

El término que contiene a € representa a la propagacion no-paraxial de la onda

-2z |- ., . . .
contiene a e 2 representa a la propagacion hacia atrds del objeto [4]. Por los

argumento anteriores la solucion final se expresa como
0 : 1 2
-~ 27z M
U(x,2) = .[Uo(y)e e du, (4.17)

Del resultado de la ecuacion ( 4.17 ) y la ecuacion ( 4.8 ) se obtiene que la imagen generada

por el procesador Optico G(x,z), con un filtro anular en el plano de difraccion de
Fraunhofer, simula 6pticamente la solucion a la ecuaciéon de Helmholtz, G(x,z) =U(x,2),
Si:

Uy (w) = F(n). (4.18)
Sin embargo ya que en el experimento los valores de pu no pueden ser superiores a Q
(representa el valor de A™), entonces el experimento no puede obtener la informacion de
las ondas evanescentes, para los cuales > 4™
Por lo que la ecuacion ( 4.19 ) indica los valores de la frecuencia espacial maxima Q, para
los que la sefial de salida G(X,z) satisface la ecuacion de Helmholtz en el régimen no-
paraxial [5].

Q=1" (4.19)
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Es decir el espectro de Fourier de la sefial F(x) representa al espectro de Fourier de la

amplitud en z = 0. Consecuentemente la version de banda limitada es la condicion inicial
Q ~ .
U(x,2=0)= [F(ue”“du. (4.20)
-Q

Del resultado anterior podemos concluir que se puede tener un método Optico para analizar
las soluciones para el caso de la ecuacién de Helmholtz en el régimen no-paraxial,

empleando un filtro anular .
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