CAPITULO 2

Ecuacion paraxial de Helmholtz.

Se discute la posibilidad de visualizar, mediante un procesador 6ptico [1], a las soluciones
de la ecuacion paraxial de Helmholtz. Para ello se realiza una comparacion de los
resultados obtenidos considerando el fendmeno de difraccion de Fraunhofer, en un
procesador Optico (en esta discusion se considera al filtro como una parabola

infinitesimalmente delgada) y la solucion clasica a la ecuacion paraxial de Helmholtz.

2.1 Filtraje espacial de una funcion mediante un filtro con transmitancia

parabolica.
Considerando un sistema 6ptico, como el que se discute en el capitulo 1. En la figura 2.1,
se muestra un filtro éptico localizado en el plano de difraccion de Fraunhofer.
Considérese una funcion bidimensional de entrada G, (X,z) que representa la transmitancia
en amplitud en el plano objeto. La transmitancia es diferente de cero solo a lo largo del eje
X; este hecho se representa con una Delta de Dirac 6(z). A lo largo del eje x, la
transmitancia varia de acuerdo a la funcion real positiva F(x) [2], como se muestra en la
figura 2.2 (a).Por lo tanto la transmitancia en amplitud de la pantalla de entrada es

G,(x,z) =F(x)o(z2). (2.1)
La distribucion de amplitud compleja en el plano de difraccion de Fraunhofer es
proporcional a la transformada de Fourier de G, (X, z) . Por lo que

Go(,¢) = [ [Go(x,2) e 0dxdz. (2.2)

—00—00
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Figura 2.1 Sistema 6ptico formado por dos lentes y un filtro en el plano de difraccion de Fraunhofer.

Al sustituir la ecuacion (2.1) enla (2.2) se obtiene

[celee]

IjF(x)&(z)e“Z”(”““)dx dz

—00—00

éo(ﬂ’é/)

= JF(x)e“z””de

=F() . (2.3)
En la ecuacion (2.3) la funcién F(u) representa a la transformada de Fourier de la funcion
F(x).
Considérese ahora que en el plano de Fraunhofer se tiene una rendija muy estrecha, la cual

sigue la curva ¢ = —-Ax?, en donde A es un parametro positivo A>0 como se indica en la
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figura 2.1. La transmitancia a través de esta rendija estrecha, sobre un fondo se representa

como la funcidn de transferencia coherente como lo muestra la figura 2.2 (b) [3].

P(u,&)=8(¢ + Au?). (24)

z

Figura 2.2 (a) Funcién de entrada F(x) a lo largo del eje x, (b) Rendija estrecha, sobre un fondo opaco, que se

distribuye a lo largo de la curva para generar el filtro 6ptico.

Empleando el resultado de la ecuacion ( 2.3 ) la distribucion de amplitud compleja detras
del filtro es
G, ¢) =8¢ + Au®) Uy (16)
= 5(¢+Au?)F(u). (25)
La distribucion de amplitud compleja en el plano de Fraunhofer genera una distribucién de

amplitud compleja en el plano imagen; la cual es proporcional a la transformada de Fourier

inversa de G(u, <) en otros términos
G(X, Z)= J' J'é'(ﬂ’éz)eih[xwrz(]dydé” (2.6)

Sustituyendo la ecuacion (2.5 ) en (2.6 ) se tiene que
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G(xX,2) = II5(§+Ayz)lz(y)eiz”[x””“dudé. (2.7)

—00—00

De acuerdo con las propiedades de la Delta de Dirac se tiene que
G(X,Z): jﬁ(ﬂ)e—iZHAﬂZzeiZHXydﬂl (28)

Este resultado se relaciona mas adelante con el proceso de visualizacion de la solucion a la

ecuacion diferencial de Helmholtz.

2.2 Ecuacion paraxial de Helmholtz.

El resultado expresado en la ecuacién (2.8) es muy similar a la expresion gque se obtiene al
representar en el espacio de frecuencias la ecuacién diferencial que describe la difraccion
de Fresnel [4]. Para verificar esta relacién conviene considerar la ecuacion paraxial de

Helmholtz

2
Ui o, (29)
X Z

La ecuacion (2.9 ) describe ondas que viajan en una trayectoria tal que sus vectores k de
propagacion viajan muy cerca al eje z y con angulos de inclinacion respecto a este
suficientemente pequefios.

Una forma de obtener una solucion general es considerando la expresién de la onda en el

plano de frecuencias espaciales [5]
U(x,2) = jﬁ(y, )™ dy (2.10)

La ecuacidn anterior considera a la onda como una suma de ondas planas. Sustituyendo esta

ultima expresién en la ecuacion ( 2.9 ) se obtiene que
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o0

- I J (11, 2)(i2700) 2 2™ d (2.11)

—00

De igual manera se obtiene

ou (ﬂ, 2)

2|<— j( 2k) 2 gz, (2.12)

Consecuentemente, sumando la ecuacion ( 2.11 ) y ( 2.12 ) y factorizando la funcion
exponencial, la ecuacion paraxial de Helmholtz se puede expresar como

2 0
0 LZJ +i2k8 U _ j U(,u,z)(|271,u) +(|2k)aU(,U,Z) e?™du=0. (2.13)
OX oz - 0z

Para que la transformada inversa de Fourier sea igual a cero, para cualquier valor de x el

integrando debe ser igual a cero. Es decir ,

U ( 2)(i271)° + (izk)% 0 (2.14)
El resultado en la ecuacion ( 2.14 ) puede rescribirse como:
~ -
W) @) 5,,5); (2.15)
0z (i2k)
. 2
en donde k es el numero de onda k = —.
Es directo verificar que la solucion a la ecuacion ( 2.15) es
U(u,2) =Uj (e (2.16)

Por lo que el espectro de Fourier de la solucion a la Ecuacion de Helmholtz esta dado por la
ecuacion (2.16).

Entonces la solucion a la ecuacién paraxial de Helmholtz es
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U (X, Z) — J‘ Go (/I) e—izz;tluzzeiZﬂ'X,ud‘u. (217)

De las ecuaciones (2.8) y (2.17) se concluye que la imagen generada por el procesador

optico G(x,z)simula 6pticamente la solucién a la ecuacion de paraxial de Helmholtz,

G(x,z2)=U(x,2), si

Uy (1) = F(w) (218)

Es decir el espectro de Fourier de la sefial F(x) representa al espectro de Fourier de la
amplitud en z = 0 . Consecuentemente:

U((x,z=0)=F(x). (2.19)

Este hecho demuestra que para el caso de la ecuacion paraxial de Helmholtz el filtro optico

opaco con una rendija estrecha a lo largo de la curva ¢ =—Au® es suficiente para

representar la solucion a dicha ecuacién diferencial .
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