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CAPITULOS

METODO DE LA FUNCION ELIPTICA DE JACOBI

5.1 Resumen

Se busca solucidna las ecuaciones acopladas que describen los perfiles de onda mediante el
método de la funcion eliptica Jacobiana, € cua nos permite encontrar una solucion mas
genera que en los casos anteriores. Esta vez en términos de funciones elipticas Jacobianas
Snoidales y Cnoidales, ya que a usar este método se generalizan las funciones hiperbdlicas
y trigonométricas que fueron solucién de los métodos anteriores.

5.2 Objetivo

Partimos de la ecuacién diferencial (3.5), la cual incluye de forma integrada a las dos
ecuaciones acopladas, mediante € uso de la proporcién de los modos normales y que han
sido resueltas por dos métodos distintos en los capitulos anteriores. Esta expresion que a

continuacién rescribimos posee la forma:

d’r, 4
h21+§br1+2J§rf:o. (5.1)

Se requiere nuevamente resolver esta ecuacion diferencial a fin de encontrar una solucion
mas general mediante e método de la funcién diptica de Jacobi, que se explicara a
continuacion y que tiene la ventgja de involucrar también a mdédulo de las funciones
elipticas, que sirve como un parametro matemético que puede conducir a los casos

especiales de funciones trigonométricas e hiperbdlicas.
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4.5 Generalidades sobre e método de la funcién eiptica de Jacobi
Este método se emplea con € fin de encontrar soluciones a funciones de onda periddicas a
ecuaciones de evolucion no lineales. En este caso se emplean las funciones elipticas
Jacobianas Snoidal y Cnoida o Ilamadas también funciones éipticas sn y cn de Jacobi
(B).

Tanto e método de la funcion sn como e de la funcion cn, constituyen una
generaizacion de los métodos de funciones tanh y sech respectivamente, siendo €l
primero de estos métodos propuesto por Liu et a. [1] y € segundo, propuesto
posteriormente por Fu et al. [2], quien encontré ademas otros métodos que hacen uso de las
funciones dlipticas Jacobianas dn y cs. El méodo que se usara para las ecuaciones que
nos interesa resolver, busca encontrar soluciones que representen ondas solitarias y se
puede describir en este caso de la manera que a continuacion describimos|[3]:

Si es posible, se procede a integrar la ecuacion diferencial ordinaria, obteniéndose
una 0 mas constantes de integracion. Se toma un Ansatz lo cua corresponde a un

polinomio en términos de las funciones sn:

&

Uh)=a as (k|m. (5.2

i=0
Se toman las derivadas correspondientes de la funcién polinomial propuestaal principio, se
sustituyen en la ecuacion diferencia que se propone resolver, quedando como polinomio de
funciones sn' . Esta ecuacion se puede escribir para que se tengan coeficientes dependientes
de las constantes a , multiplicando cada uno a un sn' (kh /m) a una potencia i especifica.

Estos coeficientes son igualados a cero, 1o que lleva a un sistema de ecuaciones algebraicas

que contiene a las constantes: a, , k, ¢, my en caso de haberse llevado a cabo la integracion,
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también a | as constantes que resultaron de ella, asi como posibles coeficientes de constantes
arbitrarias que hayan estado presentes en la ecuacion diferencia original. Solo en el caso
de haber una solucién real no trivial, la ecuacion diferencial original tendra una forma
como la de la ecuacion (5.2).

5.4 Resolucion mediante e método de la funcién eiptica de Jacaobi

Proponemos una solucion de la forma:
r,(h)=Asi*h|m) +B. (5.3)
Cuyas derivadas son las siguientes (C38-C40):

dr
dh

r,(h) =—==2Asn(h |m)cn(h |m)dn(h|m). (5.4

i, (h) :2Ag:n2(h |[m)dn®( [m) - sn* |m)dn*(h |m) - mzsnz(h|m)cn2(h|m)ﬂ. (5.5)
Usando algunas identidades funcionales de las funciones elipticas de Jacobi (C16) y (C19),
esta Ultima ecuacion se puede escribir como:

i",(h) =6AM sn*(h|m) - 4A(m*+1)sn’(|m) + 2A. (5.6)
De esta forma se tiene escrita la expresién en términos de senos elipticos Jacobianos a

distintas potencias sin involucrar otras funciones elipticas de Jacobi.

Sustituyendo los valores de bs derivadas en la ecuacion (5.1), heciendo algunos
desarrollos agebraicos a partir de sustituciones y ordenando las funciones sn(h |m) por
potencias, se obtiene:

u

H

(6AM? + 23/2A%)sn*(h |m)+§4«/§AB- AA(M’ +1) +gbA sn’(h |m) +---

...+(2A+§bB+2J§BZ) =0. (5.7)
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Que tiene laforma:

P(A,B)sn*(h|m) +Q(A,B)sn*(h|m) + R(A,B) = 0. (5.8)
Con:
P(A,B) = 6ANY + 2\/2A? =0. (5.9)
Q(A,B)=4+2AB- 4A(NY +1) +§bA:0. (5.10)
R(A,B) = 2./2B? +§bB+2A:O. (5.11)

De P(A,B) obtenemos:

as. 20 (5.12)
2
A partir de Q(A,B), encontramos:
e, 1 0 (5.13)
2 & 35

Finalmente, con los valores anterioresy R(A,B) , se consigue €l valor de:
b =+3ym'- m*+1. (5.14)
Habiendo encontrado los valores de A,By b, es posible obtener una expresion para r ,,

sustituyendo estos valores en la expresion (5.3) propuesta anteriormente.

Resulta entonces:

rl(h):gg- 3m? sn?(h |m) +m? +1F4/m* - m? +18. (5.15)

Y su armonico, posee como solucion, la expresion que se encuentra dentro del

paréntesis de la ecuacion anterior (5.15), o que equivale a un mditiplo de J2, de esta

Ultima ecuacion.
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La expresion puede ser escrita también en términos del parametro de desplazamiento de
fase, 10 que nos da ventgja para analizar los distintos casos como se ha hecho anteriormerte.

Con ayuda de relaciones funcionales (C16), llegamos a:
) =28 m) - 2n? +1- 1p6 (5.16)
l — +. .
2 & 3 g

En donde el valor del desplazamiento de fase esta dado por la ecuacion (5.14).
A continuacién se muestra el comportamiento de las gréficas de la ecuacion (5.15) para dos
casos distintos del modulo de la funcién eliptica de Jacobi, ambos con un desplazamiento

defase b =3 y valores arededor de los nlmeros extremos.
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Figura5.1: Gréficade r, para m=0.99 Figura5.2: Gréficader , para m=0.01

Estas graficas muestran dos casos particulares de modulo de la funcién €eliptica de Jacobi,
gue estan cercanos a los casos extremos que corresponden a fuerte y débil localizaciones.

Cuando @ moédulo de la funcién dliptica Jacobiana tiende a cero, se presenta un
comportamiento trigonométrico, y cuando e valor del modulo tiende a su maximo valor,

que corresponde a la unidad, se convierte en comportamiento hiperbdlico.
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5.5 Andlisis de los distintos casos de localizacion de las amplitudes
5.5.1 Caso de fuertelocalizacion para e armoénico fundamental
Se desea ahora encontrar el comportamiento de r,(h) para e caso de fuerte localizacion
con € fin de encontrar la solucion de una onda solitaria [3]. Para esta situacion, se toma €

limite cuando el nodulo de la funcién amplitud seno tiende a la unidad (m® 1) de la

ecuacion (5.15):

: _\/E 5 ; 2\ (i 2 ; 2 1T 4 2 u
Ll®n1lr1(h)— > g( 3In|1®rrlm )(u®rrllsn (h|m))+IrT|1.le(m +1F4/m* - m +1)Q' (5.17)
Llevando a cabo los limites (Ver tabla C1 del apéndice C), nos conduce a:
. 2 b s
limr,(h) _7(- 3tanh’h +2%1). (5.18)

Que se puede simplificar dependiendo desi b es positivo 0 negativo.
De la ecuacion (5.14) se extrae € hecho de que los valores de desplazamiento de fase para
este caso particular son b = £3.

5.5.2 Caso de débil localizacién para € armonico fundamental

En forma similar, si se desea obtener el comportamiento de la funcién de la amplitud del

primer modo: r,(h) parael caso de débil localizacion, se toma el limite a cero del modulo

de la funcion seno diptico Jacobiano (m® 0), lo que da por resultado:

limr () :%(1471). (5.19)

m® 0

De manera andloga, se puede llegar a dos soluciones distintas dependiendo del signode b .

Estos resultados se encuentran resumidos en latabla 5.1 de la siguiente pagina.
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5.5.3 Soluciones de la amplitud de onda del primer arménico segin € signode b
Se pueden obtener distintos resultados segun sea € signo del desplazamiento de fase, €l
cual se encuentraimplicito en la ecuacion (5.15). Mostramos en seguida |os resultados:

Tabla 5.1: Casos limite de laamplitud del primer armanico.

Fuerte localizacion Débil localizacion
Desplazamiento de fase
b>0 rl(h):gﬁsechzh-\/i r,(h)=0
b<0 rl(h):%\/ESGChZh "1(h):\/E

Resumen de | os casos especiales de localizacion seguin el modulo de la funcion Jacobiana.
5.5.4 Casosdefuertey débil localizaciones para la amplitud del segundo arménico
Como ha sido € caso en los resultados de los dos anteriores capitulos, para la amplitud del
segundo armonico se presentan Situaciones que solo difieren en la proporcion de un

multiplo de laraiz de dos.
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5.6 Casos extremos par a fuerte localizacion segun € signo del
desplazamiento de fase
5.6.1 Casos extremos para fuerte localizacion del primer arménico
De manera similar que los resultados de perfiles de onda que fueron solucionados mediante
energias, se procede a considerar los distintos casos segun € signo de b, los que se

muestran en la tabla de abgjo.

Tabla 5.2: Casos extremos para una fuerte localizacién atendiendo a b .

r.(h=0) (. ® +¥) h(r.=0)
b>0 rl(h)=% i) =-2 h =Iny2+y/3

b<0 rl(h)=gx/§ () =0 h = +¥

Resumen de | os perfiles de onda del primer armoénico segun el signo de desigualdad de fase.
5.6.2 Casos extremos par a fuerte localizacion del segundo armonico.
Similarmente a los demas casos de la amplitud del segundo armoénico, teniendo las

soluciones para la amplitud del arménico fundamental, sélo basta multiplicar la amplitud

r, por /2 con d fin de obtener las soluciones de r,.
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5.7 Conclusiones

Se encontré solucion en términos de funciones elipticas de Jacobi y € médulo de éstas, ala
ecuacion (5.1) que involucra las dos ecuaciones acopladas de las amplitudes de los
armoénicos, la cual cuenta con la ventga de poder generaizar tanto funciones de tipo
arménico, que se expresan comunmente en términos de funciones senoidales vy
cosenoidales como funciones de tipo hiperbdlico que resultan de interés por ser funciones
gue pueden representar el comportamiento de solitones Esto se puede notar en las gréficas
5.1y 5.2, en las que un modulo de lafuncion eliptica de Jacobi m® 0 conduce afunciones
trigonométricas y a medida que m® 1 se obtienen soluciones de tipo hiperbdlico. Se
obtuvieron solitones a partir de la ecuacién antes mencionada, pues se encontraron
soluciones localizadas y acotadas tales que a medida que la coordenada transversal
normalizada tiende a infinito (positivo y negativo), la funcion de la amplitud tiende a un
valor constante, situacion presentada anteriormente en el caso de solucion mediante
integrales y que mostramos en la tabla 5.2 referente a los casos extremos para fuerte
localizacion Este es € caso de fuerte localizacion (m® 1) con desplazamiento de fase
tanto positivo como negativo, exceptuando e valor b =0 por ser un caso fuera de
consideracion, segun se vio en e capitulo 3 cuando se abordd la solucion por medio de
integrales. Se encontraron valores extremos y cotas para este caso, mismos que se
encuentran resumidos en la tabla 5.2 de este capitulo. En las conclusiones finaes se
mostraran las similitudes entre los distintos métodos, donde se haré presente la coincidencia

entre las soluciones de solitones encortradas en este capitulo y € tercero.



