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to los ojos a un mundo nuevo. Ha habido varias personalidades que me han inspirado, como
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elemento clave y pilar de este trabajo.

Otra persona valiosa y fundamental en esta investigación fue la Dra. Milagros Zeballos
Rebaza, quien a pesar de que el tema se encontrara fuera de su área de especialidad, se
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Resumen

En esta tesis se exploran tres problemas cuyas soluciones se obtienen a partir de
métodos de optimización y simetrı́a. En el primer problema se busca determinar las con-
diciones del triángulo con mayor área dentro de una circunferencia a través de métodos
de cálculo diferencial; el resultado es un triángulo equilátero, el cual es el más simétrico
de todos. En el segundo problema, se implementa el método de Barnsley para modelar
la galaxia M-51. Para esto, las funciones del sistema iterativo de transformaciones afi-
nes (IFS) se obtienen de dos maneras: mediante algoritmos matemáticos, y a través de
IFSLab; por consiguiente, se realiza una simulación con cada método, las cuales se com-
paran con los datos de la verdadera galaxia de manera fı́sica, ası́ como a través de sus
dimensiones fractales. El atractor obtenido tiene propiedades de optimización y simetrı́a
de una función que utiliza las transformaciones afines en su definición. Finalmente, en
el tercer problema, se propone un método para encontrar equilibrios de Nash en juegos
de dos jugadores con dos opciones, a través de geometrı́a elemental. Además, utilizando
dicho método se demuestra que siempre existe un equilibrio de Nash para estos juegos,
y que si el juego es simétrico al cambio de jugadores, existe al menos un equilibrio que
también lo será.

Palabras clave: optimización, simetrı́a, método de Barnsley, equilibrio de Nash, teorı́a
de juegos.
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1. Introducción
En términos generales la “optimización”se refiere al acto, proceso, o metodologı́a

de hacer algo lo más funcional o efectivo posible. Sin embargo, más especı́fico para las
matemáticas, esto es la colección de principios y métodos utilizados para resolver pro-
blemas cuantitativos, relacionados con maximizar o minimizar funciones, en múltiples
disciplinas como fı́sica, biologı́a, ingenierı́a y economı́a (Wright, 2016). Existen tres
principales tipos de optimización: la matemática, la combinatoria, y la multi-objetivo;
las cuales se analizarán con mayor detalle a continuación.

De manera general, el objetivo de la “optimización matemática” es dar respuesta a
un tipo de problema donde se desea elegir el “mejor” elemento en un conjunto. Esto
equivale a resolver una ecuación como la siguiente:

max(min)f(x) : x εΩ ⊆ Rn

x = (x1, ..., xn)

donde x representa el conjunto de variables de decisión y f(x) (llamada función objeti-
vo) mide la calidad de las decisiones (Dantzig, 2014). Adicionalmente, Ω es el conjunto
de restricciones del problema, y puede ser expresado como el sistema de desigualdades:

g(x1, ..., xn) ≤ 0 y h(x1, ..., xn) = 0

Esto quiere decir que la optimización busca tomar una decisión ya sea para maximi-
zar o minimizar un criterio determinado. El conjunto de restricciones sirve para que no
cualquier decisión sea posible (Dantzig, 2014). Sin embargo, dada la generalidad de este
tipo de optimización, existen distintas subcategorı́as como: la clásica, la no-clásica, la
estocástica, y la de información no-perfecta.

La “optimización clásica”se utiliza cuando la restricción no existe, o se trata de una
restricción de igualdad con menor o igual número de variables que la función objetivo
(Creative-Commons, 2010). Para optimizar este tipo de problemas, se utiliza el cálculo
diferencial para que de este modo se encuentren los valores extremos de una función.

La “optimización no-clásica”se aplica cuando la restricción contiene mayor cantidad
de variables que la función objetivo, o también si la restricción contiene desigualdades.
Si tanto, las restricciones como la función objetivo son lineales, entonces esto significa
que existe al menos un máximo/mı́nimo por lo que el problema puede ser resuelto me-
diante la aplicación de dos algoritmos de álgebra lineal: el método simplex, y el método
dual. Por otro lado, si estas condiciones no se cumplen, se pueden utilizar las condiciones
de Khun-Tucker (Creative-Commons, 2010), las cuales en ciertos casos pueden ayudar a
encontrar puntos crı́ticos, y por lo tanto máximos y mı́nimos. Sin embargo, cabe mencio-
nar que esta área de las matemáticas se encuentra en desarrollo y por lo tanto en muchas
ocasiones no se logran encontrar los extremos buscados.

La “optimización estocástica”se aplica cuando las variables del problema (función
objetivo y/o restricciones) dependen del azar. En estos casos, se busca encontrar una so-
lución para varios escenarios que se pueden establecer bajo una condición probabilı́stica.
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Para lograr esto, se debe considerar una serie de restricciones para limitar las decisiones
(variables), y una función objetivo a optimizar. Como este tipo de optimización se basa
en la probabilidad, el problema puede ser afrontado por medio de la reducción del riesgo
de la decisión, utilizando el peor escenario (Ramos y Cerisola, 2016). Hoy en dı́a, la
optimización estocástica es normalmente calculada con ayuda computacional.

En el caso de la “optimización con información no perfecta”, la cantidad de varia-
bles, o incluso la función objetivo puede ser desconocida o variable. Para enfrentar esto,
la matemática borrosa (la cual se basa en lo relativo de lo que se puede observar entre
ciertos valores) puede ser utilizada (Creative-Commons, 2010); sin embargo, como esta
área se encuentra en desarrollo, no siempre se puede resolver el problema de optimiza-
ción.

Por otro lado, la “optimización combinatoria” está relacionada con la investigación
de operaciones, la teorı́a de algoritmos y la teorı́a de la complejidad. Es por eso, que
esta rama se vincula con las matemáticas aplicadas y con la ciencia computacional. Un
problema de optimización combinatoria puede ser expresado como una tupla (secuencia
de valores agrupados): (X,P, Y, f, extr) donde X es el espacio de soluciones en donde
f y P están definidos, P es la factibilidad predicado (este concepto se puede definir co-
mo una función que regresa un valor booleano; sea p miembro del espacio, la función es
igual a verdadero si y solo si p es una solución del problema, de no ser ası́, la función es
igual a falso (Daras, 2014)), Y es el conjunto de soluciones factibles, f es la función ob-
jetivo, y extr es el extremo (max/min). Para resolver este tipo de problemas, se utilizan
métodos de búsqueda heurı́sticos diferentes dependiendo del caso: la búsqueda local;
Tabu search (la cual consiste en prohibir la búsqueda en puntos ya explorados de un
espacio, para después aplicar otras técnicas de búsqueda y encontrar nuevas soluciones
(Pintér, 2019)); la optimización basada en colonias de hormigas, entre otros (Creative-
Commons, 2010).

A diferencia de los otros tipos de optimización ya mencionados, la “optimización
multiobjetivo” se basa en optimizar dos o más objetivos simultáneamente. Para una fun-
ción de la forma f : S → T tal que S ⊂ Rn y T ⊂ Rk, normalmente no existe un
elemento de S que genere un óptimo de forma simultanea para cada k objetivo que com-
pone a f (Creative-Commons, 2010) debido a la existencia de conflictos entre objetivos.
Para evitar esto se necesita determinar cuál es la mejor solución (o soluciones) del pro-
blema. En otras palabras, encontrar un vector x∗ = (x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n)T que satisfaga las m

restricciones: gi(x) ≥ 0 : i = 1, 2, ...,m; las p restricciones: hi(x) = 0 : i = 1, 2, ..., p;
y optimice la función vectorial:

f(x) = [f1(x), f2(x), ...fk(x)]T

en donde x = [x1, x2, ..., xn]T es el vector de variables de decisión. Para tratar este tipo
de problemas se han utilizado diferentes métodos; entre ellos se encuentra el método
de suma ponderada, el cual consiste en optimizar el valor obtenido mediante la suma
de los valores correspondientes a los distintos objetivos, multiplicados cada uno por un
cierto coeficiente de peso (los cuales representan la importancia relativa de cada obje-
tivo) (Creative-Commons, 2010). De esta manera, el problema se transforma en uno de
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optimización escalar. Para el caso de los mı́nimos, el problema se describe mediante la
expresión:

k∑
i=1

wifi(x)

en donde wi ≥ 0 es el coeficiente de peso que corresponde al objetivo i.

Una variación de este modelo es conocida como el método de la programación por
metas, el cual establece una meta para cada objetivo y se aplica la sumatoria de la dis-
tancia de cada objetivo a su meta, la cual se multiplica por el coeficiente de peso corres-
pondiente (Creative-Commons, 2010). Esto se puede expresar de la siguiente manera:

k∑
i=1

wi|fi(x)−Mi|

en donde Mi representa la meta del i-ésimo objetivo.

Se considera ahora el tema de la simetrı́a. Comúnmente se denomina “simetrı́a” a la
correspondencia exacta de tamaño, forma y posición de las partes de un todo con res-
pecto a un centro, eje o plano (Pérez-Porto y Merino, 2013). No obstante, esta definición
no se encuentra del todo completa ya que en la actualidad se define como “la inmuni-
dad a un posible cambio”(Livio, 2017). Al igual que la optimización, la simetrı́a es una
propiedad relacionada con las matemáticas y la fı́sica; no obstante, esta tiene múltiples
aplicaciones en otras áreas como el arte y la psicologı́a, ya que puede ser encontrada en
forma de coeficientes dentro de ecuaciones, o en el establecimiento del orden y diversas
configuraciones de objetos (Weisstein, 2002b).

Notablemente, la simetrı́a es estudiada a través de un área de las matemáticas de-
nominada “teorı́a de grupos”, la cual se encarga de describir su esencia y analizar sus
propiedades. En este ámbito “grupo” se refiere a un conjunto de objetos, llamados ele-
mentos de G, que pueden ser combinados por una operación binaria representada por •,
la cual esta sujeta a las siguientes condiciones:

1. Cerradura: para cualquier a, b ε G, el producto a • b también es elemento de G.

2. Asociatividad: para a, b, c ε G, (a • b) • c = a • (b • c)
3. Elemento idéntico: existe un elemento, e, tal que e • a = a • e = a para todo

elemento a εG.

4. Elemento inverso: para cada elemento a εG, existe un elemento inverso, represen-
tado por a−1, de manera que a • a−1 = a−1 • a = e.

Además, si este grupo cuenta con la condición a • b = b • a para cualesquiera dos ele-
mentos a, b, entonces se le denomina “grupo abeliano” (Arfken, Weber, y Harris, 2013).

Los elementos de un grupo G pueden formar “subgrupos”, los cuales son subconjun-
tos de G, y grupos a su vez, con las mismas operaciones del grupo G, y con los mismos
elementos inversos e idéntico. De estos últimos, solo unos cumplen con la propiedad que
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para cualquier miembro del subgrupo, al ser multiplicados por la izquierda por cualquier
elemento a del grupo G y desde la derecha por el inverso de a, resulta en un elemento de
este subgrupo. Es decir, si a, b son elementos de G en donde b = a−1, y h1 es elemento
de H ⊂ G, entonces:

a • h1 • b = h2

en donde h2 también es elemento de H . Los subgrupos que cumplen con esta propiedad,
son llamados “subgrupos normales”. Adicionalmente, es necesario definir el concepto
de “factor de composición” como el cociente del orden del grupo (el cual es su número
de elementos) y el orden del subgrupo (Livio, 2017) ya que este será útil a continuación.

Notablemente, las permutaciones desarrollan un papel significante en el concepto de
la simetrı́a. Un ejemplo de esto yace en las ecuaciones polinomiales, ya que a través
del análisis del grupo de permutaciones de las soluciones de dichas ecuaciones (también
conocido como “grupo de Galois”), se puede determinar si estas se pueden encontrar
mediante una fórmula o no (Livio, 2017). Esto se debe a que el grupo de soluciones de
una ecuación es “isomorfo” al grupo de permutaciones; es decir, tienen la misma estruc-
tura.

El grupo de permutaciones de n objetos, el cual se designa por Sn, tiene un orden
igual a n! (número de elementos de este grupo). Dentro de este grupo, debe de haber
subgrupos normales de los cuales uno será el máximo o de mayor orden, y este puede
tener subgrupos normales en los cuales debe de haber otro máximo. Para determinar si
una ecuación es resoluble, es necesario tomar los ordenes de grupo de estos subgrupos
normales máximos y generar un árbol genealógico con los factores de composición. Con
lo anterior, a un grupo se le denomina soluble si todos los factores de composición ge-
nerados por sus máximos subgrupos normales descendientes son iguales a un número
primo (Livio, 2017). Por lo tanto, para que una ecuación de grado n se pueda resolver
mediante una fórmula, Sn tiene que ser soluble.

Por otro lado, la teorı́a de grupos y por lo tanto la simetrı́a también pueden tener
un impacto más directo en áreas de la fı́sica. Un ejemplo de esto es la teorı́a de la re-
latividad especial de Einstein, en donde se demuestra que el espacio y el tiempo están
inseparablemente unidos por la simetrı́a. De manera similar a la relación entre las per-
mutaciones y las soluciones de las ecuaciones, Minkowski mostró que se puede hacer
rotar al espacio y al tiempo como entidad cuatridimensional, del mismo modo que una
esfera puede hacerse rotar en un espacio tridimensional; esto conlleva a que existen si-
metrı́as entre las ecuaciones de la relatividad especial según rotaciones espacio-tiempo
(covarianza de Lorentz). Como consecuencia a lo anterior, Einstein notó que si las leyes
de la naturaleza permanecen inalteradas para los observadores en movimiento, no sólo
las ecuaciones obedecen la covarianza de Lorentz, sino que las propias leyes pueden en
realidad ser deducidas a partir de los requisitos de la simetrı́a (Livio, 2017). Esto ha sido
estudiado a partir de las transformaciones de Lorentz, que son un conjunto de relacio-
nes que explican cómo se relacionan las medidas de una magnitud fı́sica obtenidas por
dos observadores diferentes de acuerdo a la relatividad especial. El conjunto de todas
estas transformaciones forman el grupo de Lorentz, el cual es isomorfo (se puede gene-
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rar un mapeo reversible con otra estructura) al grupo de transformaciones lineales que
deja invariante la métrica del espacio de Minkowski (también conocido como el grupo
de isometrı́a del espacio de Minkowski) (Naber, 1992).Más aun, el grupo de Lorentz es
un subgrupo del grupo de Poincaré, que a su vez es formado por el conjunto de trans-
formaciones de isometrı́as (aplicaciones que conservan las distancias entre puntos) del
espacio-tiempo de Minkowski.

Otro resultado importante de la optimización y simetrı́a en la fı́sica es el teorema
de Noether, el cual dicta que cualquier simetrı́a diferenciable, proveniente de un sistema
fı́sico, corresponde a una ley de conservación. En la mecánica clásica, este teorema da
tres resultados principales: la invarianza de un sistema respecto a rotaciones da la ley de
conservación del momento angular; la invarianza de un sistema respecto a una traslación
espacial resulta en la ley de conservación del momento lineal; y finalmente, la invarianza
con respecto a la traslación en el tiempo conlleva a la ley de conservación de la energı́a
(Tavel, 1971).

En esta tesis, se estudiarán los conceptos de optimización y simetrı́a en modelos de
distintas áreas. El objetivo de esta investigación es determinar la relación entre los mo-
delos más óptimos y los más simétricos en las ramas de matemáticas y economı́a. Lo
anterior se hace con el propósito de obtener información adicional de los modelos que se
estudian, ya sea para generar algoritmos para la resolución de problemas que muestran
ciertos perfiles de simetrı́a, o para demostrar teoremas desde otro punto de vista.

Esta investigación es pertinente porque el número de publicaciones que analizan mo-
delos con ambos enfoques es limitado. Por lo que este trabajo, a parte de ser novedoso,
puede resultar de gran utilidad para el estudio tanto de modelos previamente estableci-
dos, como de modelos que se encuentran en desarrollo. Además, cabe mencionar que el
aporte no esta limitado a las matemáticas, la fı́sica, y la economı́a, ya que existen otras
áreas, como la biologı́a o la psicologı́a, en donde existen modelos matemáticos que pue-
den arrojar resultados interesantes al analizar sus perfiles de optimización y simetrı́a. No
obstante, dado el impacto que esto tiene en distintas área, obtener resultados generaliza-
dos puede ser complicado; por lo que esta obra se basará en modelos especı́ficos de los
campos ya mencionados.

En lo personal, considero interesante este tema debido a que conduce a distintas áreas
de las tengo mucho espacio para aprender. Estos nuevos conceptos ayudan a mi desarro-
llo como estudiante de licenciatura, lo cual se podrá ver reflejado al ejercer en el ámbito
profesional. Asimismo, considero que ciertas secciones de este trabajo las podré retomar
en mis posgrados en donde tendré la oportunidad de abordar estos modelos de manera
más general.

Como ya fue mencionado, este trabajo se aplica en distintas áreas de matemáticas,
fı́sica, y economı́a. En el capı́tulo 2, se aborda un problema de optimización geométrica
en donde se busca determinar el triángulo de mayor área dentro de una circunferencia,
y se analiza su perfil de simetrı́a para desarrollar herramientas que permitan resolver
problemas similares. Posteriormente, en el capı́tulo 3, se aplican sistemas dinámicos
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utilizando el método de Barnsley para determinar las transformaciones que permiten
modelar la galaxia M-51 y analizar su simetrı́a. Finalmente, en el capı́tulo 4, se estudia,
en la rama de teorı́a de juegos, especı́ficamente el modelo de un juego de dos jugadores
con dos opciones. Para este modelo, se propone un método basado en geometrı́a para
determinar los equilibrios de Nash, y además, se estudia el caso en donde el juego es
simétrico con el propósito de obtener información adicional.



11

2. Optimización Geométrica y Simetrı́as

2.1. Grupo de Simetrı́a
Según el matemático alemán Felix Klein, la geometrı́a se caracteriza y se define no

por los objetos, sino más bien por el grupo de transformaciones que la dejan inaltera-
da (Livio, 2017). En cuanto al conjunto de transformaciones que deja inalterado a un
polı́gono regular, este se representa por Dn en donde n es el número de lados que tiene
la figura, y se le denomina como “grupo de simetrı́a del polı́gono” (o grupo diedral).
Entre las propiedades más notables de este grupo es que es no-abeliano y su orden es de
2n (Weisstein, 2002a).

En el caso especı́fico del triángulo equilátero, el grupo D3 esta compuesto por 6
transformaciones (Arfken y cols., 2013): la transformación de identidad, I; dos rotacio-
nes de 2π

3 ,
4π
3 (en sentido contrario a las manecillas del reloj), respectivamente: r y r2; y

tres transformaciones obtenidas al aplicar la reflexión A, a los elementos anteriores: A,
Ar, y Ar2. Esto se puede visualizar con la siguiente imagen:

Figura 1: Transformaciones que dejan invariante a un triángulo equilátero.

Desde un punto de vista matemático, estas invariantes pueden ser representadas me-
diante las siguientes matrices:

I =

(
1 0
0 1

)
r =

(
−1

2 −
√

3
2√

3
2 −1

2

)
r2 =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2 −1

2

)
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A =

(
−1 0
0 1

)
Ar =

(
1
2

√
3

2√
3

2 −1
2

)
Ar2 =

(
1
2 −

√
3

2

−
√

3
2 −1

2

)
Adicionalmente, la tabla de multiplicar de estas matrices está representada en la siguiente
figura:

Figura 2: Tabla de multiplicar del grupo D3.

Considerando lo anterior de manera más general, vale la pena analizar brevemente
los otros dos tipos de triángulos. En el caso del triángulo isósceles, el grupo de transfor-
maciones que lo dejan inalterado contiene dos elementos: la identidad y una reflexión
respecto al eje que perpendicular al lado de distinta magnitud, y que lo divide a la mitad.
Por otro lado, en el caso del triángulo escaleno, el grupo de transformaciones que lo de-
jan inalterado contiene únicamente la transformación identidad. Lo anterior demuestra
que el triángulo equilátero es el más simétrico de todos.

En esta sección se aborda un problema de optimización geométrica del artı́culo His-
torias de Matemáticas: Algunos problemas de optimización matemática (Ruiz López,
2015) relacionado con triángulos. Especı́ficamente, si se tiene un triángulo inscrito den-
tro de una circunferencia fija, se busca encontrar las condiciones del triángulo de mayor
área. Cabe mencionar que aunque se conoce la solución del problema, este también se
puede abordar de otra manera la cual será presentada a continuación.

2.2. Problema del Triángulo Inscrito en una Circunferencia
Como ya fue mencionado, en el artı́culo titulado Historias de Matemáticas: Algunos

problemas de optimización geométrica por Federico Ruiz López (2015) se presenta un
problema cuyo propósito es encontrar el triángulo de mayor área inscrito en una circun-
ferencia de radio r. Para empezar con la solución de este problema, se considera fija la
base del triángulo, y se elige un sistema coordenado de manera que la base tenga puntos
extremos P (-a,b) y Q (a,b) (ver Fig. 3). Con estas condiciones, el área máxima se obtiene
con una altura máxima. Esta altura se modela como una función de x, por lo que es evi-
dente que ésta se alcanza cuando el punto (x, y) y la base se encuentran en lados opuestos
del eje x. Adicionalmente, se supone que la base se encuentra por debajo del eje x, lo
cual simplifica la demostración (si la base se encuentra arriba, se procede análogamente).
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Figura 3: Sistema de coordenadas y
ubicación de puntos clave utilizados
para resolver la primer parte del pro-
blema del triángulo inscrito en una
circunferencia.

Si x ε [a, r], entonces h(x) se encontrará entre |b| y 2|b|, por lo que es evidente que la
altura máxima se alcanzara en 2|b|, lo cual sucede cuando x = a. Es notable que el caso
x ε [−r,−a] es análogo (con la única diferencia que la altura máxima se alcanza cuando
x = −a), por lo que se puede deducir que el área máxima se encontrará en el intervalo
x ε [−a, a]. Además, escribiendo la altura como h(x) = y(x) + |b|, con las condiciones
anteriores se tiene:

h(x) = y(x)− b (1)

Dado que b es una constante, la altura máxima se obtiene cuando y(x) es máxima.

Ahora bien, considerando la ecuación del cı́rculo r2 = x2 + y2 y la condición que
y ≥ 0, se puede determinar la siguiente ecuación:

y(x) =
√
r2 − x2 (2)

Para encontrar los puntos máximos de esta función, es necesario obtener su derivada con
respecto a x e igualarla a cero:

d

dx
y(x) =

−x√
r2 − x2

= 0 (3)

Notablemente, esta igualdad se cumple solo para x = 0 por lo que es necesario calcular el
valor de y(−a), y(0), y(a) para encontrar el máximo global dentro del intervalo [−a, a].
Estos valores son:

y(−a) = −b y(a) = −b y(0) = r

Como (a, b) está en la circunferencia, −r < −b < r; esto implica que y(0) = r es el
máximo absoluto, por lo que la altura máxima, expresada por h(0) = y(0)− b, tiene un
valor de h = r− b; por lo tanto, el triángulo resultante se trata de un triángulo isósceles.

Una manera de proceder consiste en rotar el triángulo, restablecer el sistema de coor-
denadas, y replicar la metodologı́a anterior; no obstante, si se quiere conocer más infor-
mación sobre el triangulo final, se puede proceder de la siguiente manera.
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Figura 4: Ubicación de puntos
clave utilizados para resolver la
segunda parte del problema del
triángulo inscrito en una circunfe-
rencia.

Como se sabe que la altura máxima se alcanza cuando x=0, se fija el vértice superior
y se varı́a la base como se muestra en la Fig. 4. Si el vértice superior del triángulo se
considera fijo en (0, r), y que la base de éste se puede desplazar en el eje y (los dos
vértices se deberán mantener en la circunferencia), se puede determinar el valor de a (de
uno de los vértices inferiores) en función de b. Cabe mencionar que las condiciones men-
cionadas al inicio de este problema siguen aplicando, por lo que la altura del triángulo
dependerá de b, el cual se encontrará en la parte inferior del eje x. Si se considera que a
es una función de b, entonces se tiene: a(b) =

√
r2 − b2. Con esto, el área del triángulo

es la función de b descrita a continuación:

A(b) = a(b) h(b) = (r − b)
√
r2 − b2, b ε [−r, 0] (4)

De manera similar a la ecuación 3, para encontrar los puntos máximos de la función área,
es necesario obtener su derivada con respecto a b e igualarla a cero:

d

db
A(b) =

(
−
√
r2 − b2 − b(r − b)√

r2 − b2

)
= 0 (5)

Al simplificar la expresión anterior, esta resulta en la ecuación: 2b2 − rb− r2 = 0; cuya
solución en el intervalo[−r, 0] es:

b = −1

2
r

Si se comparan los valores: A
(
−1

2r
)

= 3
√

3
4 r2, A(−r) = 0, A(0) = r2; se observa

que el máximo es A
(
−1

2r
)

= 3
√

3
4 r2. Por otra parte, cabe resaltar que los valores de la

mitad de la base y la altura para b = −1
2r son:

a

(
−1

2
r

)
=

√
3

2
r h

(
−1

2
r

)
=

3

2
r

Con estos valores se puede obtener la longitud l de este triángulo a partir del teorema
de Pitágoras, lo cual resulta en l =

√
3r. Notablemente, el valor de l es el mismo que

el de la base (2a), por lo que se obtiene que el triángulo con mayor área dentro de una
circunferencia establecida es equilátero.
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2.3. Discusión
De acuerdo con Ruiz López (2015) este problema ya habı́a sido resuelto desde el

tiempo de los griegos. Sin embargo, él propone una solución alterna a partir de méto-
dos de cálculo multivariable. Para esta solución, se define un triángulo inscrito en una
circunferencia en el cual se trazan lı́neas del centro de esta a cada uno de los vértices,
dividiendo el triángulo inscrito en tres triángulos isósceles distintos como se puede ob-
servar en la Fig. 5.

Figura 5: Gráfico que muestra los componentes utilizados en el artı́culo
Historias de Matemáticas: Algunos problemas de optimización geométri-
ca (Ruiz López, 2015), para determinar las condiciones del triángulo con
mayor área inscrito en una circunferencia.

Es notable que los dos lados iguales de cada uno de los triángulos isósceles tienen
una longitud r mientras que la del tercer lado varı́a de triángulo en triángulo. Adicional-
mente, los ángulos que unen a los lados iguales de cada triángulo se definen como x, y, z
y su suma es igual a 2π.

Ahora bien, el área de cada triángulo isósceles se calcula por la formula:

A =
1

2
r2 sin θ (6)

en donde θ es remplazado por x, y o z dependiendo del triángulo al cual se le quiere
encontrar el área. Por lo anterior, el área total se puede calcular a partir de la suma de las
áreas. Además, si se considera z = 2π − x− y, el área total es igual a la expresión:

A(x, y) =
1

2
r2(sinx+ sin y − sin (x+ y)) (7)

Para encontrar el área máxima, es necesario obtener las derivadas parciales de esta
función y buscar los puntos crı́ticos de cada variable igualando las derivadas a cero:
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∂A

∂x
=

1

2
r2(cosx− cos (x+ y)) = 0 (8)

∂A

∂y
=

1

2
r2(cos y − cos (x+ y)) = 0 (9)

A partir de las ecuaciones 8 y 9, se obtiene la condición x = y por lo que al sustituirla
en alguna de las ecuaciones ya mencionadas se obtienen dos soluciones: x = y = z = 0
y x = y = z = 2π

3 . Debido a la naturaleza del problema, la primera solución muestra un
área igual a cero, por lo que se estudia la segunda solución, la cual resulta en un triángulo
equilátero.

Cabe resaltar que ambas formas de resolver el problema del triángulo con mayor
área inscrito en una circunferencia son consistentes entre sı́. No obstante, mientras que
las ecuaciones que se utilizaron para optimizar la altura y el área en el método propuesto
en la sección 2.2 son conocidas para la mayorı́a de la gente, ciertas ecuaciones y pro-
piedades del método de cálculo multivariable propuesto por Ruiz López (2015) no son
totalmente intuitivas, por lo que requieren ser calculadas utilizando técnicas de geometrı́a
y trigonometrı́a. Un ejemplo de esto es la ecuación 6, en donde es necesario considerar
un romboide y encontrar la relación entre sus lados y ángulos para poder definir el área
de esta manera. Además, los métodos de optimización en la resolución de Ruiz López
requieren un conocimiento más profundo del cálculo que el propuesto en este trabajo.
Por estas razones se puede concluir que el método de cálculo con una variable propuesto
por nosotros resulta ser más simple.

Es notable que la solución de este problema es interesante de analizar desde el punto
de vista de la simetrı́a. Como fue mencionado al inicio de este capı́tulo, el triángulo
equilátero es el más simétrico de todos, por lo que se puede afirmar que la figura de tres
lados con mayor área dentro de una circunferencia es la más simétrica. Visto de esta
manera, uno puede preguntarse a sı́ mismo si esto es cierto en un caso más general, i.e.
¿el polı́gono de n lados inscrito en una circunferencia tiene un área máxima si este es el
más simétrico? En efecto, esto es cierto y ha sido demostrado por el matemático griego
Zenodoro (Ruiz López, 2015).
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3. Optimización y Simetrı́a en Compactación de Imáge-
nes Fractales

3.1. Fractales y el Método de Barnsley
Una “transformación lineal” entre dos espacios vectoriales, V y W es un mapeo T :

V →W que cumple con:

T (α~v1 + β ~v2) = αT (~v1) + βT (~v2)

en donde α, β son escalares y ~v1, ~v2 son elementos de V (Rowland y Weisstein, 2002).
Además, una “transformación afı́n” es aquella que tiene la forma: T (~x) = A~x + ~x0; en
donde A es una matriz y ~x0 es un vector de traslación (Barnsley y Sloan, 1988).

Por otra parte, se puede definir un “fractal” como un objeto geométrico cuya estruc-
tura básica se repite a diferentes escalas (Mandelbrot y Llosa, 2003). La dimensión de
la mayorı́a de estos objetos no es entera, y tiene diferentes formas de determinarse. Para
los fractales autosimilares (aquellos cuyo factor de contracción es el mismo en cada di-
rección), se calcula a partir del cociente entre el logaritmo natural del número de piezas
autosimilares, N , y el logaritmo natural del factor de contracción, s (Devaney, 1995). Es
decir:

D =
lnN

ln s

No obstante, existen fractales que son autoafines pero no-autosimilares (aquellos cu-
yo factor de reducción es diferente en al menos una dirección), su dimensión fractal se
puede determinar a partir de la creación de cajas y la densidad de estas; i.e. el número
de puntos ocupados respecto al total de puntos. Esto se hace ajustando a una lı́nea recta
al logaritmo natural de la densidad de puntos respecto al logaritmo natural del largo de
la caja; la dimensión fractal corresponde a la pendiente de este ajuste (Gaylord y Wellin,
1995). Sin embargo, cabe resaltar que para poder hacer este cálculo la imagen debe estar
inmersa en arreglos cuadrados de puntos con coordenadas enteras.

Utilizando los conceptos anteriores, Barnsley (1993) desarrolló un método para com-
pactar imágenes con naturaleza fractal. El primer paso de este método consiste en dividir
la figura en el menor número posible de partes parecidas a ella, en el sentido de que cada
una de ellas se obtenga al aplicar una transformación afı́n a la figura inicial, y de manera
que la figura sea la unión de esas partes. Luego, se calculan las transformaciones afines
(Ti) que mapean a la figura inicial en cada una de sus partes. Cabe mencionar que este
conjunto de transformaciones es conocido como “sistema iterativo de transformaciones
afines (IFS)”. Posteriormente, se implementa un programa en el que se inicia con un
punto x0 de la figura, se elige una de las transformaciones Ti al azar, se aplica al punto
x0 obteniendo x1 = Ti(x0), se grafica x1, y se repite sucesivamente este procedimiento
n veces. La probabilidad con la que se escoge la transformación Ti debe ser igual al
tamaño relativo de la parte correspondiente de la figura, con respecto a la figura total.
Esta probabilidad también se puede calcular como el valor absoluto del determinante
de la matriz de Ti entre la suma de los valores absolutos de los determinantes de las
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transformaciones. Adicionalmente, al conjunto de coeficientes y probabilidades de las
transformaciones de un IFS se le llama “código del IFS” (Barnsley y Sloan, 1988).

Para ilustrar el método de Barnsley de mejor manera, se puede utilizar el triángulo
de Sierpinski (Fig. 6) como ejemplo. En este caso, se puede observar que la figura se
compone por tres triángulos a escala 1/2 que la cubren totalmente, por lo que la dimen-
sión de ésta es: D = ln 3/ ln 2 ≈ 1.58. Lo anterior también indica que el IFS de esta
figura consiste en tres transformaciones, las cuales se representan por: el triángulo de la
izquierda T1, el triángulo de la derecha T2, y el triángulo de arriba T3. Matemáticamente,
estas transformaciones se expresan de la siguiente manera:

Figura 6: Triángulo
de Sierpinski.

T1

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)

T2

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0.5
0

)

T3

(
x
y

)
=

(
0.5 0
0 0.5

)(
x
y

)
+

(
0.25
0.5

)

En este caso, dado que las matrices de las transformaciones son las mismas (lo cual
implica que los determinantes son iguales entre sı́), la probabilidad para escoger cada
una de las transformaciones es de p = 1/3.

En esta sección se aplica el método de
Barnsley para modelar la galaxia espiral
M-51, también conocida como “Messier
51”, o la “Galaxia Remolino” (Fig. 7). M-
51 se encuentra en la constelación Canes
Venatici, a 31 millones de años luz de la
Tierra (Garner, 2017). Debido a que ésta
se encuentra relativamente cerca y prácti-
camente no tiene inclinación, las imáge-
nes que se han tomado de ella presentan
una resolución alta y muestran su estruc-
tura espiral de manera muy clara. Por ello,
se eligió esta galaxia para modelarla. Los
resultados obtenido se reportan en la sub-
sección siguiente.

.

Figura 7: Messier 51.
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3.2. Modelación de la Galaxia Espiral M-51
Para modelar la galaxia M-51 primero fue necesario realizar un proceso de filtrado.

Para realizar esto, se tomaron los datos de una imagen FITS proveniente de observa-
ciones astronómicas a 8 micras, tomadas con la cámara IRAC en el telescopio espacial
Spitzer (Fazio y cols., 2004), y se filtraron los 100 000 puntos más brillantes. Esto se
hizo con el fin de remover parte del ruido de fondo y, por lo tanto, poder generar un
mejor modelo. Por simplicidad, únicamente se tomaron las posiciones de este conjun-
to de puntos (ignorando la intensidad de cada uno); lo cual al graficarlo toma la forma
siguiente:

Figura 8: Filtrado de M-51.

Posteriormente, se hizo uso del método de Barnsley implementado en el lenguage
Wolfram Mathematica para modelar M-51. Sin embargo, esto se hizo a través de dos ca-
minos cuya principal diferencia se encuentra en el origen de las transformaciones afines
que se utilizaron para mapear la figura inicial en sus partes similares.

En la primera forma de realizar la simulación (”Sim 1”), se comenzó por obtener las
coordenadas en pixeles de distintos puntos de la Fig. 8. Especı́ficamente, se tomaron las
coordenadas de tres puntos: el centro de la galaxia, la posición del brazo que se encuentra
directamente arriba del centro (norte), y la posición del brazo que se encuentra directa-
mente abajo del centro (sur). A continuación, se postularon tres sistemas de ecuaciones
con el fin de determinar las tres transformaciones afines que mapean la figura de la ga-
laxia en sus partes hipotéticamente similares. Cabe resaltar que estas transformaciones
son: una contracción y rotación para formar la espiral, una contracción y traslación para
el brazo norte, y una contracción y traslación para el brazo sur. El código IFS para este
camino resultó ser el siguiente:
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Figura 9: Código IFS de la simulación cuyas transformaciones son obteni-
das a través de sistemas de ecuaciones.

En donde la transformación Wi es elegida con una probabilidad pi y se puede visualizar
de la siguiente manera:

Wi

(
x
y

)
=

(
ai bi
ci di

)(
x
y

)
+

(
ei
fi

)

Ya habiendo obtenido el código IFS, se hizo uso del método de Barnsley con 150
000 iteraciones para obtener un primer resultado, el cual debido a la escala, tiene que ser
ampliado para poder compararse con la galaxia real. El resultado final de la simulación
de M-51 utilizando el primer camino es:

Figura 10: Simulación de M-51 obte-
niendo las transformaciones mediante
sistemas de ecuaciones.

Por otro lado, la segunda forma de generar esta simulación (”Sim 2”) consiste en uti-
lizar un programa adicional llamado IFSLab. Este software permite dibujar la figura que
se desea modelar y regresa las transformaciones afines que permiten generar la figura.
En este caso, se utilizaron las mismas tres transformaciones (con valores distintos), las
cuales fueron trasladadas a Wolfram Matematica para aplicar el método de Barnsley con
150 000 iteraciones. El código IFS para este método está dado por:



21

Figura 11: Código IFS de la simulación cuyas transformaciones son obte-
nidas a través de IFSLab.

Sin embargo, dado que el dibujo de IFSLab se realiza de forma manual, las propor-
ciones de la simulación no son del todo exactas; debido a esto, se prosiguió ajustando
el conjunto de puntos resultante de la simulación. El resultado final de la simulación de
M-51 utilizando el segundo camino es:

Figura 12: Simulación de M-
51 obteniendo las transforma-
ciones a través de IFSLab.

3.3. Discusión
Para determinar la efectividad de la simulaciones, uno puede sobreponer las simula-

ciones con la imagen filtrada de M-51. En el caso de Sim 1, esta comparación resulta:
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Figura 13: Comparación fı́sica de Sim 1 y el filtrado de M-51.

mientras que para Sim 2, la comparación está dada por:

Figura 14: Comparación fı́sica de Sim 2 y el filtrado de M-51.

En el caso de la Fig. 13, se puede notar que Sim 1 se ajusta de buena manera a M-51;
especı́ficamente, los centros de cada contracción coinciden con las posiciones de los
brazos. Por otra parte, en la Fig. 14 es destacable que mientras que las contracciones de
Sim 2 se ajustan a M-51, sus centros no siempre lo logran; además, es notable que existe
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una zona cercana al centro de la galaxia la cual Sim 2 no llega a modelar. Por esta razón,
se puede decir desde un punto de comparación fı́sico, Sim 1 modela mejor a M-51.

Sin embargo, para contar con un criterio adicional de comparación, se calcula la
dimensión fractal de las imágenes obtenidas en cada simulación y se compara con la
dimensión de la imagen de M-51. En este caso, se utilizó el método de Gaylord y Wellin
(1995) debido a la naturaleza autoafı́n de la galaxia. Este modelo se detalla en el Apéndi-
ce. Para la imagen de M-51, se obtuvo una dimensión fractal de 1.40181, mientras que
la dimensión de Sim 1 resultó ser de 1.01485, y la de Sim 2 de 1.44007. Esto muestra
que la dimensión de Sim 2 se aproxima mejor a la dimensión de la imagen de M-51.

Notablemente, los conjuntos producidos por el método de Barnsley tienen propieda-
des de optimización y simetrı́a. De acuerdo con Barnsley (1993), si wn : IR2 → IR2 son
transformaciones afines contractivas de un IFS, H(IR2) es el conjunto de subconjuntos
compactos no-vacios de IR2, y W : H(IR2)→ H(IR2) es la función definida por:

W (B) = ∪Nn=1wn(B) ∀B ∈ H(IR2),

donde N es el número total de transformaciones afines. El atractor A (definido como
el conjunto de valores numéricos hacia los cuales un sistema dinámico tiende a evolu-
cionar) del sistema iterativo de transformaciones afines {wn}Nn=1, tiene las siguientes
propiedades:

1. A es el conjunto fijo de W :

A = W (A) = ∪Nn=1wn(A)

y por lo tanto W es una simetrı́a de A.

2. Si dH es la métrica de Hausdorff, la cual mide la distancia entre dos elementos
de H(IR2) (Barnsley, 1993). De manera general, sean X y Y dos subconjun-
tos no vacı́os de un espacio métrico, la distancia de Hausdorff se define como
(Rockafellar y Wets, 2009):

dH(X,Y ) = máx

{
sup
xεX

[
ı́nf
yεY

d(x, y)

]
, sup
yεY

[
ı́nf
xεX

d(x, y)

]}
En este caso, dH(A,W (A)) = 0 y por lo tanto la función dH(X,W (X)) con
dominioH(IR2), y con valores reales, alcanza su mı́nimo absoluto en X = A.

Entonces el atractorA es el conjunto fijo de la transformaciónW ,A tiene como simetrı́a
a W, y es el conjunto donde la función dH(X,W (X)) alcanza su mı́nimo absoluto.
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4. Optimización y Simetrı́a en Teorı́a de Juegos

4.1. Equilibrios de Nash en Juegos No-Cooperativos
En la economı́a, un “juego” se define como un conjunto de eventos que resulta a

partir de las decisiones, o acciones, de dos a más jugadores (McNulty, 2019). La teorı́a
de juegos estudia las estrategias y opciones de los participantes dentro de un juego, por
lo que en esta sección se analiza un método basado en la geometrı́a para hallar puntos
crı́ticos (equilibrios de Nash) en cualquier tipo de juego que involucre dos jugadores y
dos opciones o respuestas, mediante herramientas de optimización. Es notable que este
método demuestra que, para cualquier juego de este tipo, existe al menos un equilibrio de
Nash. Además, este método no depende de la simetrı́a del juego; sin embargo, el análisis
de los juegos simétricos respecto al cambio de jugadores brinda resultados que valen
la pena mencionar. No obstante, antes de mostrar estos resultados, es necesario definir
algunos conceptos introductorios.

En teorı́a de juegos, un “equilibrio” se refiere a un conjunto de planes de acción para
cada jugador tal que ninguno de ellos quiera cambiar su jugada dadas las estrategias de
los otros participantes. Cada jugador puede mezclar sus estrategias por medio de la asig-
nación de pesos probabilı́sticos de manera que la suma de todos sea igual a 1. Para las
estrategias mixtas, un “equilibrio de Nash” es aquel en donde la mezcla probabilı́stica de
un cierto jugador es la mejor respuesta a la mezcla probabilı́stica de los otros (Dickhaut
y Kaplan, 1993). Otra manera de definir este tipo de equilibrio es mediante los valores
de juego de todos los jugadores; para cada involucrado, su valor de juego se define como
la utilidad esperada que este tiene dadas las estrategias de todos los participantes.

Como ya fue mencionado con antelación, en esta sección se analizará el caso en
particular de un juego con dos jugadores los cuales tienen únicamente dos opciones, y
se utilizará la notación del artı́culo A Program for Finding Nash Equilibria (Dickhaut
y Kaplan, 1993) para definir todos los conceptos previamente mencionados. De manera
gráfica este juego se puede representar de la siguiente manera:

Figura 15: Juego de dos jugadores con dos opciones.

En esta figura, las x representan las utilidades del jugador A y las y las del jugador B
dadas las elecciones de ambos jugadores.

Además, se definen los pesos probabilı́sticos de la siguiente manera para el jugador
A:

MA = {(p1, p2)|p1 + p2 = 1, p1, p2 ≥ 0}
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mientras que para el jugador B:

MB = {(q1, q2)|q1 + q2 = 1, q1, q2 ≥ 0}

en donde, en ambos casos, el sub-ı́ndice representa el número de respuesta.

Utilizando el concepto anterior, se definen los valores de juego de los jugadores A y
B, para este caso en particular, de la siguiente manera:

VA((p1, p2), (q1, q2)) = p1q1x11 + p1q2x12 + p2q1x21 + p2q2x22

VB((p1, p2), (q1, q2)) = p1q1y11 + p1q2y12 + p2q1y21 + p2q2y22

Estas funciones se utilizan para definir un equilibrio de Nash. El conjunto de proba-
bilidades ((p∗1, p

∗
2), (q∗1, q

∗
2)) es un equilibrio de Nash si y solo si se cumplen ambas

condiciones:

VA((p∗1, p
∗
2), (q∗1, q

∗
2)) ≥ VA((p1, p2), (q∗1, q

∗
2))∀(p1, p2)εMA

y
VB((p∗1, p

∗
2), (q∗1, q

∗
2)) ≥ VB((p∗1, p

∗
2), (q1, q2))∀(q1, q2)εMB

En esta sección se propone un método basado en la geometrı́a para hallar equilibrios de
Nash en cualquier tipo de juego que involucre dos jugadores y dos opciones o respues-
tas, sin importar la simetrı́a que tenga. Este método describe los equilibrios de Nash y
prueba que en este tipo de juegos siempre existirá al menos un equilibrio. Adicionalmen-
te, analizando los juegos simétricos por este método, se demuestra que existe al menos
un equilibrio de Nash simétrico y determina el conjunto de ellos. Cabe resaltar que los
resultados presentados a continuación también se encuentran publicados en el artı́culo:
Una demostración elemental de la existencia de equilibrios de Nash para juegos de dos
personas con dos estrategias (Padrón Molina, Romero-Meléndez, y Zeballos Rebaza,
2018).

4.2. Método Geométrico en el Caso General
Para determinar el primer componente de los equilibrios de Nash, es necesario con-

siderar el valor del juego del jugador A para cada estrategia probabilı́stica del juga-
dor B. Esto se realiza con el propósito de encontrar aquellas probabilidades del jugador
A que hagan cumplir la primer parte de la definición de equilibrio de Nash, es decir,
que maximicen su ganancia. Acorde a lo anterior, se tiene que VA((p1, p2), (q∗1, q

∗
2)) =

p1q
∗
1x11 + p1q

∗
2x12 + p2q

∗
1x21 + p2q

∗
2x22 = p1q

∗
1x11 + p1(1− q∗1)x12 + (1− p1)q∗1x21 +

(1 − p1)(1 − q∗1)x22 dado que p2 = 1 − p1 y q∗2 = 1 − q∗1 . Como consecuencia de que
la expresión anterior tiene únicamente dos variables, esta se puede expandir y reescribir
como la ecuación de una recta:

Y = (q∗1(x11 − x12 − x21 + x22) + x12 − x22)X + q∗1(x21 − x22) + x22
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en donde Y y X representan VA((p1, p2), (q∗1, q
∗
2)) y p1 respectivamente. Para analizar

esta expresión con mayor facilidad, se remplazan los términos x11−x12−x21 +x22 por
∆1x, y x12 − x22 por ∆2x. La ecuación simplificada se expresa de la siguiente manera:

Y = (q∗1∆1x+ ∆2x)X + q∗1(x21 − x22) + x22 (10)

A partir de esta ecuación, se analiza el término ∆1x en tres casos distintos: cuando es
mayor, menor, o igual a cero. Además, para los primeros dos casos se estudia el cociente
−∆2x/∆1x (el cual surge al considerar el signo de la pendiente de la recta representada
en la ecuación 10) de tres maneras distintas: que este sea menor a cero, mayor a uno,
o que se encuentre en el intervalo cerrado [0,1]. Por otro lado, en los tres sub-casos del
caso ∆1x = 0 se analiza cuando ∆2x es menor, mayor, o igual a cero. A continuación
se desglosarán los casos y sub-casos previamente señalados.

Caso 1: ∆1x > 0

a) −∆2x/∆1x < 0: En este primer sub-caso, al multiplicar ambos lados de la de-
sigualdad por −∆1x se obtiene que ∆2x > 0; esto conlleva a que la pendiente de
recta expresada en la ecuación 10, q∗1∆1x+ ∆2x, será positiva lo cual implica que
el valor máximo de Y en este caso va a surgir cuando X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1].

b) −∆2x/∆1x > 1: Para este sub-caso, si en la desigualdad se multiplica por
∆1x en ambos lados se obtiene −∆2x > ∆1x, lo cual se puede reescribir como
∆1x+∆2x < 0. Como este término es mayor o igual a q∗1∆1x+∆2x, la pendiente
será menor a cero, lo cual señala que Y resultará máximo enX = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1].

c) 0 ≤ −∆2x/∆1x ≤ 1: Este sub-caso resulta más laborioso de analizar dado
que se tiene que considerar el valor de q∗1 con respecto al cociente −∆2x/∆1x;
además, es necesario tener en mente que, como consecuencia del intervalo en el
que se está trabajando, ∆2x ≤ 0. Habiendo mencionado lo anterior, se tienen que
considerar tres posibilidades adicionales:

I) q∗1 < −∆2x/∆1x: Esta desigualdad se puede reescribir de la forma q∗1∆1x <
−∆2x lo cual significa que la pendiente de la recta expresada en la ecuación
ecuación 10 resultará negativa por lo que, de manera similar al sub-caso b), Y
resultará máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0,−∆2x/∆1x)

II) q∗1 > −∆2x/∆1x: Al reescribir la desigualdad como q∗1∆1x > −∆2x
se puede notar que la pendiente de la recta expresada por la ecuación 10 re-
sultará positiva por lo que Y resultará máximo en X = p1 = 1, como en el
sub-caso a), ∀q∗1ε(−∆2x/∆1x, 1]

III) q∗1 = −∆2x/∆1x: Aquı́, la pendiente, q∗1∆1x + ∆2x, es igual a 0, lo
cual implica que Y será un máximo ∀X = p1ε[0, 1] y tendrá el valor de
((x22 − x12)(x21 − x22)/(x11 − x12 − x21 + x22)) + x22.

Caso 2: ∆1x < 0
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d) −∆2x/∆1x < 0: En este sub-caso, al multiplicar la desigualdad por −∆1x en
ambos lados, se obtiene que ∆2x < 0; esto conlleva a que la pendiente de la recta
expresada en la ecuación 10, q∗1∆1x + ∆2x, sea negativa, lo cual lleva a que se
alcance un Y máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1].

e)−∆2x/∆1x > 1: Como q∗1 está en el intervalo [0,1], se cumple que−∆2x/∆1x >
q∗1 , y esto implica que la pendiente q∗1∆1x + ∆2x es positiva, por lo cual Y alcan-
zará un máximo en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1].

f) 0 ≤ −∆2x/∆1x ≤ 1: Al igual que en c), en este sub-caso se tiene que con-
siderar el valor de q∗1 con respecto al cociente −∆2x/∆1x; sin embargo, aquı́ se
tendrá: ∆2x ≥ 0. Se analizarán las siguientes tres posibilidades:

IV) q∗1 < −∆2x/∆1x: Esta desigualdad se puede reescribir como q∗1∆1x >
−∆2x lo cual indica que la pendiente de la recta expresada en la ecuación 10
es positiva. Por esta razón, de manera similar al sub-caso e), Y resultará máxi-
mo en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0,−∆2x/∆1x)

V) q∗1 > −∆2x/∆1x: Reescribiendo esta desigualdad como q∗1∆1x < −∆2x
se puede deducir que la pendiente de la recta expresada en la ecuación 10 es
negativa. Por esta razón, de manera similar al sub-caso a), Y será un máximo
en X = p1 = 0 ∀q∗1ε(−∆2x/∆1x, 1].

VI) q∗1 = −∆2x/∆1x: Este resultado es análogo a III.

Caso 3: ∆1x = 0

g) ∆2x < 0: En este sub-caso, la pendiente q∗1∆1x+∆2x es negativa y por lo tanto
Y alcanza un máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1].

h) ∆2x > 0: La pendiente de la recta expresada en la ecuación 10 resulta posi-
tiva por lo que el máximo valor de Y se encontrará en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1].

i) ∆2x = 0: Este caso resulta en q∗1∆1x + ∆2x=0 por lo que Y será un máxi-
mo ∀X = p1ε[0, 1], ∀q∗1ε[0, 1]. Adicionalmente, al igualar ∆2x a cero y despejar
este resultado en ∆1x, se puede deducir que este caso sucede cuando x12 = x22 y
x11 = x21.

Por otro lado, para encontrar el segundo componente de los equilibrios de Nash, se
tiene que tomar en cuenta el valor del juego del jugador B para cada estrategia pro-
babilı́stica del jugador A, lo cual hace cumplir la segunda parte de la definición de
equilibrio de Nash. De acuerdo con lo anterior, se tiene que VB((p∗1, p

∗
2), (q1, q2)) =

p∗1q1y11 + p∗1q2y12 + p∗2q1y21 + p∗2q2y22 = p∗1q1y11 + p∗1(1− q1)y12 + (1− p∗1)q1y21 +
(1 − p∗1)(1 − q1)y22 dado que p∗2 = 1 − p∗1 y q2 = 1 − q1. Al igual que en la ecuación
del valor del juego del jugador A, esta ecuación se puede reescribir como la ecuación de
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una recta:

Y ′ = (p∗1(y11 − y12 − y21 + y22) + y21 − y22)X ′ + p∗1(y12 − y22) + y22

donde Y ′ y X ′ representan VB((p∗1, p
∗
2), (q1, q2)) y q1 en ese orden. Para facilitar el

análisis de esta ecuación, se remplazan los términos y11 − y12 − y21 + y22 por ∆1y, y
y21 − y22 por ∆2y, por lo que la ecuación se expresa de la siguiente manera:

Y ′ = (p∗1∆1y + ∆2y)X ′ + p∗1(y12 − y22) + y22 (11)

De manera similar a la ecuación 10, se estudia el término ∆1y en tres casos generales
distintos: cuando es mayor, menor, o igual a cero. Además, para los primeros dos casos
se analiza el cociente −∆2y/∆1y (el cual se deriva a partir de la comparación entre
la pendiente y los valores 0 y 1) de tres maneras distintas: que este sea menor a cero,
mayor a uno, o que se encuentre en el intervalo cerrado [0,1]. Por otra parte, en los tres
sub-casos del caso en donde ∆1y = 0, se analiza lo que ocurre cuando ∆2y es menor,
mayor, o igual a cero. A continuación se desglosarán los casos y sub-casos previamente
mencionados y se describirán los resultados obtenidos al utilizar argumentos similares
a los usados en el análisis de la ecuación 10 (se reiniciará la numeración utilizada con
antelación por lo que todas la referencias realizadas a partir de este punto serán en base
a los casos de la ecuación 11).

Caso 1: ∆1y > 0

a) −∆2y/∆1y < 0: Y ′ será máximo para el valor X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1].

b) −∆2y/∆1y > 1: Y ′ alcanzará un máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0, 1].

c) 0 ≤ −∆2y/∆1y ≤ 1: En este sub-caso, se tiene que considerar el valor de p∗1 con
respecto al cociente −∆2y/∆1y; cabe notar que como consecuencia del intervalo
en el que se trabaja, ∆2y ≤ 0. Habiendo señalado lo anterior, se consideraron tres
posibilidades adicionales:

I) p∗1 < −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0,−∆2y/∆1y)

II) p∗1 > −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε(−∆2y/∆1y, 1]

III) p∗1 = −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo ∀X ′ = q1ε[0, 1] y es igual a ((y22 −
y21)(y12 − y22)/(y11 − y12 − y21 + y22)) + y22.

Caso 2: ∆1y < 0

d) −∆2y/∆1y < 0: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0, 1].

e) −∆2y/∆1y > 1: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1].

f) 0 ≤ −∆2y/∆1y ≤ 1: Al igual que en c), en este sub-caso se tiene que con-
siderar el valor de p∗1 con respecto al cociente −∆2y/∆1y; sin embargo, en este
sub-caso se tiene que: ∆2y ≥ 0. Se analizaron las siguientes tres posibilidades:
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IV) p∗1 < −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0,−∆2y/∆1y)

V) p∗1 > −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε(−∆2y/∆1y, 1]

VI) p∗1 = −∆2y/∆1y: Y ′ es máximo ∀X ′ = q1ε[0, 1] y es igual a ((y22 −
y21)(y12 − y22)/(y11 − y12 − y21 + y22)) + y22.

Caso 3: ∆1y = 0

g) ∆2y < 0: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0, 1].

h) ∆2y > 0: Y ′ es máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1].

i) ∆2y = 0: Y ′ es máximo ∀X ′ = q1ε[0, 1], ∀p∗1ε[0, 1]. En este sub-caso y21 = y22

y y11 = y12.

Ahora bien, para determinar los equilibrios de Nash se tiene que juntar la información
de los pesos probabilı́sticos que maximicen las ganancias o minimicen las pérdidas de los
dos jugadores. Por ejemplo, si para los ∆x se tiene que ∆1x > 0 y 0 ≤ −∆2x/∆1x ≤ 1
y para los ∆y se tiene que ∆1y > 0 y −∆2y/∆1y > 1, se obtienen tres casos en donde
se pueden encontrar equilibrios de Nash para p1 y un caso para q1, el cual determina
que q1 = 0. Para determinar el componente p1 del equilibrio, se tiene que estudiar su
comportamiento en función de q1; del mismo modo, para encontrar el componente q1,
se analiza su comportamiento en función de p1. En este ejemplo, q1 resulta sencillo de
analizar dado que solo tiene un caso mientras que para determinar el comportamiento de
p1, se tienen que considerar los casos dependientes del cociente −∆2x/∆1x. El análisis
de estas variables se puede ilustrar mejor en una gráfica p1 vs. q1 como se muestra en
la figura 16. Lo que se busca con esto es encontrar los puntos en donde ambos p1 y q1

coincidan siendo máximos, lo cual, de manera visual, se representa por las intersecciones
entre las dos gráficas. El último paso para determinar los equilibrios de Nash es utilizar
los puntos encontrados en el paso anterior para encontrar el segundo componente de cada
peso probabilı́stico para de este modo establecer el equilibrio, el cual se presentará de la
forma ((p1,1-p1),(q1,1-q1)); en el caso especı́fico de la figura 16, el equilibrio de Nash es
((0,1),(0,1)).
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Figura 16: Ejemplo de equilibrio de Nash.

Este método muestra que sin importar el juego, siempre se pueden maximizar los
valores del juego de los jugadores A y B al menos de una manera; por lo tanto, se de-
muestra que para cualquier juego de dos jugadores con dos opciones, existe al menos
un equilibrio de Nash. Además, se conoce el conjunto de valores de p∗1 y q∗1 donde se
alcanzan los equilibrios de Nash. Ahora bien, al aplicar este método al caso particular
de los juegos simétricos surgen resultados interesantes, los cuales se analizarán en la
subsección siguiente.

4.3. Método Geométrico en el Caso Simétrico
Un juego simétrico se refiere a aquel en donde si los jugadores cambian de lugar,

es decir, si el jugador A se vuelve el B y el jugador B se vuelve el A, se obtienen los
mismos valores del juego que de manera original. Por lo anterior, un juego simétrico
debe cumplir con las condiciones: x11 = y11, x12 = y21, x21 = y12, x22 = y22. De
manera gráfica esto se representa como:

Figura 17: Juego simétrico de dos jugadores con dos opciones.

Para analizar este tipo de juego se hace uso de la misma metodologı́a propuesta en
el caso general, no obstante, su estudio resulta ser más sencillo dado que, al considerar
las condiciones mencionadas, se puede deducir que ∆1x = ∆1y y ∆2x = ∆2y. Ha-
biendo mencionado lo anterior, se hace uso de las ecuaciones 10 y 11 para estudiar este
tipo de juego, por lo que se construyen tres casos para ∆1x y ∆1y: que sean mayores,
menores, o iguales a cero. Además, para los primeros dos casos se analizan los cocien-
tes −∆2x/∆1x y −∆2y/∆1y cuando estos sean: menores a cero, mayores a uno, o se
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encuentren en el intervalo cerrado [0,1]. Por otro lado, para el tercer caso se examina
cuando ∆2x y ∆2y sean: mayores, menores, o iguales a cero. A continuación se desglo-
san estos casos.

Caso 1: ∆1x = ∆1y > 0

a) −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y < 0: De acuerdo con el análisis de la ecuación 10,
Y resulta máxima en este sub-caso cuando X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1]. Del mismo
modo, la ecuación 11 muestra que, para este mismo, Y ′ resulta máxima cuando
X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1]. Juntando esta información se obtiene que el equilibrio de
Nash para este caso es igual a ((1,0),(1,0)).

b) −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y > 1: De acuerdo con la ecuación 10, para este
sub-caso Y alcanza el máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1], mientras que en la ecua-
ción 11, Y ′ resulta máxima cuando X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0, 1], por lo que en este caso
el equilibrio de Nash es igual a ((0,1),(0,1)).

c) 0 ≤ −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y ≤ 1: En este sub-caso, se tienen que consi-
derar los valores de q∗1 con respecto al cociente −∆2x/∆1x y de p∗1 con respecto al
cociente −∆2y/∆1y. Dado que para cada cociente existen tres posibilidades, estos
se tratan por separado.

Para −∆2x/∆1x se obtienen los siguientes resultados:

I) q∗1 < −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0,
−∆2x/∆1x)

II) q∗1 > −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 1 ∀q∗1ε
(−∆2x/∆1x, 1]

III) q∗1 = −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en todo el intervalo X =
p1ε[0, 1].

Para −∆2y/∆1y se obtienen los siguientes resultados:

I’) p∗1 < −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0,
−∆2y/∆1y)

II’) p∗1 > −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε
(−∆2y/∆1y, 1]

III’) p∗1 = −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en todo el intervalo X ′ =
q1ε[0, 1].

Al unir estos pedazos de información se pueden encontrar tres equilibrios de Nash:
((0,1),(0,1)), ((1,0),(1,0)), ((−∆2x

∆1x
,1+∆2x

∆1x
),(−∆2x

∆1x
,1+∆2x

∆1x
)) (dado que −∆2y

∆1y
= −∆2x

∆1x
).
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Caso 2: ∆1x = ∆1y < 0

d) −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y < 0: A partir del análisis de la ecuación 10, en
este sub-caso Y resulta máxima cuando X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1]. De la misma ma-
nera, la ecuación 11 muestra que, en este sub-caso, Y ′ alcanza el máximo cuando
X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε[0, 1]. Con esta información se obtiene un equilibrio de Nash en
((0,1),(0,1)).

e) −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y > 1: La ecuación 10 indica que para este sub-caso
Y máxima se encontrará en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1]. De igual manera, al estudiar
la ecuación 11, Y ′ resulta máxima cuando X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1], por lo que se
determina que el equilibrio de Nash para este sub-caso será ((1,0),(1,0)).

f) 0 ≤ −∆2x/∆1x = −∆2y/∆1y ≤ 1: Al igual que en c), para analizar este sub-
caso se tienen que considerar los valores de q∗1 con respecto al cociente−∆2x/∆1x
y de p∗1 con respecto al cociente −∆2y/∆1y. A continuación se presentan las tres
posibilidades generadas por los cocientes de los deltas:

Para −∆2x/∆1x se obtienen los siguientes resultados:

IV) q∗1 < −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0,
−∆2x/∆1x)

V) q∗1 > −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 0 ∀q∗1ε
(−∆2x/∆1x, 1]

VI) q∗1 = −∆2x/∆1x ⇒ Y alcanza su máximo en todo el intervalo X =
p1ε[0, 1].

Para −∆2y/∆1y se obtienen los siguientes resultados:

IV’) p∗1 < −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0,
−∆2y/∆1y)

V’) p∗1 > −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 0 ∀p∗1ε
(−∆2y/∆1y, 1]

VI’) p∗1 = −∆2y/∆1y ⇒ Y ′ alcanza su máximo en todo el intervalo X ′ =
q1ε[0, 1].

Al unir estos pedazos de información se pueden encontrar tres equilibrios de Nash:
((0,1),(0,1)), ((1,0),(1,0)), ((−∆2x

∆1x
,1+∆2x

∆1x
),(−∆2x

∆1x
,1+∆2x

∆1x
)) (dado que −∆2y

∆1y
= −∆2x

∆1x
).

Caso 3: ∆1x = ∆1y = 0



33

g) ∆2x = ∆2y < 0: Al estudiar la ecuación 10, en este sub-caso Y resulta máxi-
ma cuando X = p1 = 0 ∀q∗1ε[0, 1]. De igual manera, mediante la ecuación 11 se
puede determinar que en este sub-caso, Y ′ alcanza el máximo cuando X ′ = q1 = 0
∀p∗1ε[0, 1]. Esta información indica que para este sub-caso se obtiene un equilibrio
de Nash en ((0,1),(0,1)).

h) ∆2x = ∆2y > 0: Para este sub-caso, la ecuación 10 indica que Y máxima
se encontrará en X = p1 = 1 ∀q∗1ε[0, 1]. Similarmente, al estudiar la ecuación 11,
Y ′ resulta máxima cuando X ′ = q1 = 1 ∀p∗1ε[0, 1], por lo que al juntar la informa-
ción se determina que el equilibrio de Nash para este sub-caso será ((1,0),(1,0)).

i) ∆2x = ∆2y = 0: Mediante el estudio de las ecuaciones 10 y 11 en este sub-caso,
se determina que Y es un máximo en todo el intervalo X = p1ε[0, 1] ∀q∗1ε[0, 1] ,
mientras que Y ′ lo será en todo el intervalo X ′ = q1ε[0, 1] ∀p∗1ε[0, 1]. Esto implica
que ((p1, 1 − p1), (q1, 1 − q1)) será un equilibrio de Nash ∀p1, q1ε[0, 1]. Además,
realizando el análisis de igualdades se puede determinar que este caso surge cuando
se realiza un juego con el siguiente formato:

Figura 18: Juego simétrico en el que se da el caso i).

Ası́ pues, al considerar los equilibrios de Nash encontrados en este tipo de juego, se
puede notar que en todos los casos y sub-casos hay al menos un equilibrio simétrico, es
decir que si el jugador A cambia a ser el B, y el jugador B se vuelve el A, se obtiene
el mismo equilibrio que si no se intercambian. Por lo tanto, este método demuestra que
para todo juego simétrico de dos jugadores y dos opciones existe al menos un equilibrio
de Nash simétrico.

4.4. Discusión
Para dar validez al modelo anterior, se resolverá un ejemplo llamado “la Batalla de

los Sexos” obtenido del artı́culo A Program for Finding Nash Equilibria (Dickhaut &
Kaplan, 1993). En este ejemplo hay dos jugadores, Ed y Jan, quienes están planeando
asistir al cine o a un partido de fútbol. Ed prefiere la primera opción mientras que Jan
la segunda; sin embargo, ambas personas quieren estar juntas. Expresado de manera
gráfica, este juego se representa de la siguiente manera:
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Figura 19: Juego de “la Batalla de los Sexos”.

Teniendo esta información, se ingresan las utilidades correspondientes de cada juga-
dor en las ecuaciones 10 y 11 para reescribirlas de manera:

Y = (3q∗1 − 1)X − q∗1 + 1

Y ′ = (3p∗1 − 2)X ′ − 2p∗1 + 2

Al analizar la primera ecuación, se encuentra que ∆1x = 3 y −∆2x
∆1x

= 1/3 por
lo que es necesario considerar el sub-caso c) y sus tres posibilidades para encontrar los
máximos de Y :

I) q∗1 < 1/3⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 0
II) q∗1 > 1/3⇒ Y alcanza su máximo en X = p1 = 1
III) q∗1 = 1/3⇒ Y alcanza su máximo ∀X = p1ε[0, 1]

Del mismo modo, al estudiar la segunda ecuación, se obtiene que ∆1y = 3 y
−∆2y

∆1y
= 2/3; esto implica que se tendrá que considerar el mismo sub-caso, c), pero

respecto a la ecuación 11 para maximizar Y ′:

I’) p∗1 < 2/3⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 0
II’) p∗1 > 2/3⇒ Y ′ alcanza su máximo en X ′ = q1 = 1
III’) p∗1 = 2/3⇒ Y ′ alcanza su máximo ∀X ′ = q1ε[0, 1]

Finalmente, para determinar los equilibrios de Nash, es necesario juntar los resulta-
dos del análisis de las dos ecuaciones. El inciso I) indica que p1 = 0 es máximo para
q∗1 < 1/3 mientras que del inciso I’) muestra que q1 = 0 es máximo para p∗1 < 2/3;
al considerar p∗1 = p1 = 0 y q∗1 = q1 = 0 y sustituirlos en estos incisos, se puede
observar que ambas condiciones se cumplen, por lo que existe un equilibrio de Nash en
((0,1),(0,1)). De manera similar, al estudiar la información restante, se encuentran dos
equilibrios de Nash adicionales en: ((1,0),(1,0)) y ((2/3,1/3),(1/3,2/3)). Esto se puede
comprobar de manera gráfica al analizar el comportamiento de p1 en función de q1 y
vice-versa como se muestra en la figura 20.
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Figura 20: Equilibrios de Nash en el juego de “la Batalla de los Sexos”.

Cabe mencionar que existen diversos métodos que se pueden utilizar para determi-
nar equilibrios de Nash. El primero fue propuesto por John Nash (1950, 1951), quien
utilizó el teorema de punto fijo de Brouwer para funciones vectoriales, en su tesis y
artı́culo Non-Cooperative Games. Por otra parte, Lemke y Howson (1964) utilizaron el
álgebra lineal para demostrar que siempre existe un equilibrio de Nash para juegos bi-
matriciales (dos jugadores y que la suma no sea igual a cero). Además, en tiempos más
recientes, se han desarrollado nuevos algoritmos para determinar los equilibrios como el
método semi-suave de Newton (Facchinei, Fischer, y Piccialli, 2009), la programación
coevolucionaria-hı́brida (Son y Baldick, 2004), o el método estocástico (Vorobeychik y
Wellman, 2008).

No se ha encontrado, en la literatura disponible, referencias que traten la demostra-
ción de existencia de equilibrios de Nash con un enfoque similar al que se presenta en
este trabajo. Si bien el enfoque aquı́ se basa en el análisis de las pendientes de rectas que
son similares a las curvas de mejor respuesta en algunas referencias (por ejemplo, en el
libro Un Primer Curso de Teorı́a de Juegos (Gibbons, 1993)), la mayorı́a de las veces se
hace uso de herramientas de optimización avanzada mientras que, en el presente trabajo,
el enfoque es totalmente geométrico. En el caso de referencias en las que se prescinde de
la optimización, no se encontró el tratamiento de todos los casos posibles para estrategias
mixtas como la presentada en esta sección.
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5. Conclusiones
En este trabajo se analizaron tres modelos de distintas áreas relacionados con los

conceptos de optimización y simetrı́a. El primer problema explorado consistió en de-
terminar las condiciones del triángulo de mayor área inscrito en una circunferencia. La
solución encontrada tuvo dos partes, en la primera se dejó fija la base y se optimizó la
altura, encontrando como resultado un triángulo isósceles. En la segunda parte, se par-
tió del triángulo isosceles encontrado y se tomó la base como variable para optimizar la
función área. Al determinar las condiciones que hacen máxima el área, se obtuvo como
resultado un triángulo equilátero, el cual es el más simétrico.

Dado el resultado anterior, uno puede intuir que en general el polı́gono de n lados
inscrito en una circunferencia tiene un área máxima si este es el más simétrico. Dicha
hipótesis es correcta y la demostró el matemático griego Zenodoro (Ruiz López, 2015).

El segundo problema tratado consistió en modelar la galaxia M-51 a través del méto-
do de compactación de imágenes fractales de Barnsley. Para esto, se utilizó una imagen
tomada por el telescopio espacial Spitzer, se filtraron los 100 000 puntos que mostra-
ban mayor flujo, y se calculó su dimensión fractal. Luego se realizaron dos simulaciones
(denominadas Sim 1 y Sim 2) para obtener las transformaciones afines que mapeen la
figura original. A estas transformaciones se les denomina sistema iterativo de funciones
(IFS). La diferencia entre Sim 1 y Sim 2 yace en la manera de obtener el IFS. En ambas
simulaciones se hizo uso de tres transformaciones afines: dos de éstas se encargaron de
contraer y trasladar la figura inicial a los brazos norte y sur; mientras que la restante se
encargó de contraer la imagen total y rotarla. Además, cabe mencionar que para ambas
simulaciones se hicieron con 150 000 iteraciones. No obstante, las transformaciones de
Sim 1 se obtuvieron a partir de sistemas de ecuaciones cuya lógica se basaba en el posi-
cionamiento de las coordenadas norte, sur y centro; en cambio, las transformaciones de
Sim 2 se obtuvieron a partir del programa IFSLab.

Se obtuvieron dimensiones fractales de las simulaciones, que son buenas aproxima-
ciones de la dimensión de la imagen de M-51. Cabe resaltar que los conjuntos atractores
producidos por este método tienen propiedades de optimización y de simetrı́a.

El tercer y último problema se enmarcó en la teorı́a de juegos, y se propuso un méto-
do basado en la geometrı́a para hallar equilibrios de Nash en cualquier juego de dos
jugadores y dos opciones. En este método se analizaron las pendientes de las rectas que
representan las funciones de valor de juego con condiciones de equilibrio para encon-
trar a los mismos. Además, al analizar todas las posibilidades, se demostró que siempre
existe al menos un equilibrio de Nash. Mas aún, si se analizan los juegos simétricos al
cambio de jugadores de la misma manera, se determina que siempre existe un equilibrio
simétrico.

El método utilizado fue puesto a prueba al resolver un juego conocido, el cual se titula
“la Batalla de los Sexos”. La solución de este problema utilizando el método geométrico
coincide con la encontrada en la literatura. La importancia de este método radica en el
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uso de herramientas elementales para encontrar equilibrios y demostrar la existencia de
al menos un equilibrio para el tipo de juego estudiado, a diferencia de otros modelos
basados en objetos matemáticos más avanzados.

En la solución de los tres problemas anteriores aparecen aspectos de optimización
y simetrı́a. El resultado del problema de la sección 2 muestra que, de los triángulos
inscritos en una circunferencia, el de mayor área es el más simétrico. En la sección 3,
el atractor producido por el método de Barnsley, y que modela la galaxia M-51, tiene
propiedades de optimización y simetrı́a relacionadas con una función, cuya definición
utiliza las transformaciones de un sistema iterativo de funciones IFS. Por otra parte, los
resultados de la sección 4 muestran que en un juego simétrico de dos jugadores con dos
opciones, uno de los resultados donde se obtiene la utilidad óptima (en el sentido de
Nash) tiene un conjunto de probabilidades simétrico al cambio de jugadores.
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Apéndice
El código utilizado en la sección 3 para encontrar la dimensión fractal de M-51, Sim 1,
Sim 2 a través del modelo de Gaylord y Wellin (1995) es:

F r a c t a l D i m e n s i o n [ o c c u p i e d S i t e s L i s t ] :=
Module [{ o c c S i t e D e n s i t y , f r a c t a l D a t a L i s t , f r a c t a l d i m } ,

o c c S i t e D e n s i t y [ t I n t e g e r ] := N[ Count [ o c c u p i e d S i t e s ,
{ x ? ( Abs [ # ] <= t &) , y ? ( Abs [ # ] <= t &)} ] ]
/ ( 2 t + 1 ) ˆ 2 ;

f r a c t a l D a t a L i s t = Tab le [{2 s , o c c S i t e D e n s i t y [ s ]} ,
{ s , Max[ Abs [ o c c u p i e d S i t e s ] ] } ] ;

f r a c t a l d i m = F i t [N[ Log [ f r a c t a l D a t a L i s t ] ] , {1 , x } , x ] ;

P r i n t [ ” La Dimension F r a c t a l e s ” ,
Abs [ C o e f f i c i e n t [ f r a c t a l d i m , x ] ] ]

]
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