Capitulo 3

Marco Teorico

Es imposible hallar la solucién exacta de la ecuacion de Schrodinger para sistemas

de muchas particulas, sin embargo se han desarrollado diversos métodos para resolver
el problema de muchos cuerpos, tomando en cuenta aproximaciones en el hamiltoniano
para que éste adquiera una forma mas simple. El método desarrollado por Hartree y
Fock y la Teoria de Funcionales de Densidad con la aproximacién LDA son los mas re-
conocidos para calcular propiedades tanto del estado base como, de forma menos exacta,
de estados excitados de atomos, moléculas y sélidos. Estos métodos son comunmente
llamados ab initio o de primeros principios debido a que en ellos no se utilizan paramet-
ros de ajuste empiricos.
Finalmente surge el método L(S)DA+U (Local (Spin) Density Aproximation) el cual
toma en cuenta la dependencia orbital de las interacciones coulémbicas y de intercam-
bio. Con esta correccién al método LDA se mejoran los cédlculos de propiedades en
estados base y excitados en sélidos, como el momento magnético total y la densidad de
estados.

En el presente capitulo se exponen los puntos mas importantes de los métodos
antes mencionados sin hacer un desarrollo extensivo de cada uno. De igual forma se
describen los conceptos mas relevantes de la mecanica cuantica que sirven de apoyo
para las secciones siguientes.

3.1. Teoria Cuantica del Problema de Muchos

Cuerpos

3.1.1. Hamiltoniano Molecular

Dado que un sélido esta conformado por niicleos de atomos localizados y electrones
libres dentro de una red periddica, el sistema debe ser resuelto como un problema de
muchos cuerpos. Debido a la naturaleza de las particulas, se requiere de un tratamiento



CAPITULO 3. MARCO TEORICO 8

cuantico para su solucion. Para obtener las propiedades de cualquier sistema cuantico
es necesario resolver la ecuacién de Schrodinger del sistema

—

HY(F\, ..., 7 Ri, Ro, ..., R;) = EO(F, 7, ..., 7, Bi, Ra, ..., R;) (3.1)

donde el Hamiltoniano esta compuesto por la energia cinética y potencial, las cuales
deben estar definidas para todos los cuerpos que constituyen el sélido. El hamiltoniano
exacto del sistema de muchas particulas es

ViV
YT

i
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1 ’Zi ¢ 7,7,
" 8re 22; - - _Zm—z—] (3.2)
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donde M; es la masa del nicleo en la posicion ﬁi, mientras que la masa del electron
es m, y su posicion 7;. El primer y segundo término describen la energia cinética del
nicleo y de los electrones, respectivamente. Los siguientes términos corresponden a la
atraccion coulémbica electron-nicleo y las repulsiones electrén-electron y niicleo-ntcleo.

Al introducir la expresion anterior del hamiltoniano en la ecuaciéon 3.1 se puede
observar que es imposible encontrar una soluciéon exacta. Para hallar estados propios
aceptables del sistema es necesario hacer algunas aproximaciones.

3.1.2. Aproximacion de Born-Oppenheimer

La aproximacién de Born-Oppenheimer analiza el movimiento relativo entre el
nicleo y los electrones. Dado que el ntcleo es cientos de veces mas pesado que un
electron, y por lo tanto més lento, se puede asumir que el nicleo se encuentra fijo
en cierta posicién dentro del cristal; ésto hace que la densidad electronica dependa de
la posiciéon del nicleo y no de su velocidad. Se tiene ahora un conjunto de electrones
moviéndose dentro de un potencial externo generado por los niicleos atémicos. Con ello,
la energia cinética de los niicleos y sus interacciones son constantes y la ecuacion 3.2 se
puede separar en un hamiltoniano electrénico (donde la energia cinética del nicleo es
cero) y un hamiltoniano nuclear.

h? Vi 1 e?Z e?

H = — Sl PO D e R D e (3:3)
2 &~ me, 8T | R — 7 oy |7 — 75
Vs 1 27,7,

grue — R; + Z it B eelec (34)
2 p Mz 87'('60 ig Rz _ Rj
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donde €“*¢ en la ecuacién 3.4 se refiere a la energfa que resulta de resolver la ecuacién

de Schrodinger electrénica.
La funcién de onda del sistema se expresa como una parte que depende de los electrones
y otra dependiente de los nicleos

‘I;sistema — lpelec(ﬁ)wnucl (R’J) (35>

con lo que se resuelve la ecuacién de Schrodinger electronica y nuclear por separado.

3.1.3. Funcion de Onda Electronica

En el problema de muchos electrones es imposible hablar de propiedades especificas
de un solo electron. Sin embargo, el estudio de la energia total del sistema, asi como su
funcion de onda total, es decir, de todos los electrones, tiene sentido.

Para construir una funciéon de onda polielectrénica, es necesario considerar las siguientes
restricciones:

Principio de Exclusiéon de Pauli

Se sabe que un electrén se puede describir con tres coordenadas espaciales () y una
orientacién del spin (s). Si analizamos un sistema de N electrones, su funcién de onda
sera una funcién de las coordenadas de cada una de las particulas. Siendo un sistema
de fermiones se debe de cumplir el principio de antisimetria o Principio de Exclusion,
es decir, un cambio en las coordenadas de dos particulas idénticas dentro de la funcién
de onda da como resultado un cambio de signo en la misma.

(1, T Ty, TN) = =T, o Ty oo Ty oo TN) (3.6)

Normalizacion

Una vez conocida la funcién de onda ¥ de un electrén o del sistema, W2 se interpreta
como la densidad de probabilidad de la particula que describe. Dado que se trata de
una probabilidad, se requiere que ¥ sea normalizada; la integral sobre todo el espacio al
que se encuentren confinadas las particulas debe ser igual al nimero total de particulas
del sistema.

+o0
/ |cW|*dv = N

[e.e]
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La Aproximacién LCAO

La funcién de onda de un sistema de electrones se puede escribir en términos de
orbitales moleculares o funciones de onda monoelectrénicas como un producto directo
o antisimétrico de éstos. Los orbitales moleculares necesarios se generan mediante una
combinacién lineal de orbitales atémicos (Aproximacién LCAO, Linear Combination
of Atomic Orbitals), donde lo mas importante de este esquema es la eleccién de las
funciones base ¢3"

N
Py = Zcz’ﬁ;t (3.7)

Funciones Gaussianas

Las funciones Gaussianas se basan en combinaciones lineales de funciones primitivas,
las cuales tienen la forma

g(a,7) = cay" e " (3.8)

donde « es una constante que determina el tamano o extension radial de la funciéon y
¢ es la constante de normalizacion tal que

[
Q

Una vez obtenidas las funciones gaussianas primitivas, se toman combinaciones lineales
de éstas para obtener las funciones (Gaussianas) base

Xo = _dugi (3.9)
.

donde d,; son constantes fijas dado un conjunto base. A continuacién se muestran
algunas funciones gaussianas primitivas.

2c0 3/4 2
O

e
12802\ ",
Ip, (@, T) = ( — ) ye (3.10)
) 204807\ ",
Gd,, (O, T) = = xye

Estas funciones son del tipo s, p, y d,y respectivamente. Dado un conjunto base de
funciones primitivas se construyen los obitales moleculares mediante la expansion

¢i - ZC;LiXp, - Zcm' <Z dulgl) (311)
l

2 2
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J.C.Slater propuso una forma para construir la funciéon de onda para el sistema de
electrones que cumpla con las restricciones sobre la antisimetria. Para un sistema de
N-electrones, se colocan los orbitales atémicos dentro de un determinante de tal forma
que los orbitales del primer electron se ubiquen en el primer renglén, y los orbitales de
los siguientes N-1 electrones se colocan en los siguientes renglones.

Utilizando el método de Slater, escribimos la funcién de onda de los N electrones para
un estado electrénico como una combinacion lineal de determinantes, con lo que se
obtiene

b )a(l)  GFBL)  da(F)a(l)  du()B) b3(F)a(l)  és (7))
b)a(2)  6(R)BR)  daf)a2)  da()BR) ba()a(2)  on()A2)
b@)al)  a@B60)  eF)al)  6a(7)B) bu(F)ali) 62 (7)B()
o(i)ali)  a)BG)  alFal)  6alF)B0) ba(7)ali) s ()0
b)) GFV)BIY) a(Fv)alN) a(F)BIN) - du(v)alN) ba(Fy)A(N)

donde el primer factor es necesario para la normalizacién. De esta manera, al inter-
cambiar dos columnas o dos renglones del determinante, se asegura el cumplimiento del
Principio de Exclusion de Pauli. Es decir, se genera una funcién de onda antisimétrica
y no se permiten a dos electrones ocupar el mismo estado. Se toman 7 electrones en el
esquema de Slater debido a que se suponen dos electrones con la misma configuracién
espacial, variando inicamente su orientacion del espin. De igual forma, mediante el de-
terminante de Slater se toman en cuenta todos los orbitales posibles de los N electrones
del sistema.

Mediante el “producto de Hartree”se puede generar una funcién de onda como un
producto directo de orbitales moleculares

U(T) = ¢1(71)@2(72) - - - On (i) (3.13)

Sin embargo, el producto de Hartree no es una funciéon adecuada para realizar calculos
debido a que no cumple el principio de antisimetria.
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3.2. Teoria de Hartree-Fock

3.2.1. Ecuaciones de Hartree-Fock

D.R. Hartree y V. Fock desarrollaron una teoria que se aplica a sistemas moleculares.
En el método de Hartree-Fock, la funcién de onda se expresa mediante un determinante
de Slater donde los orbitales moleculares son ortogonales y normalizados. Dichos or-
bitales se deben obtener variando las contribuciones de los orbitales moleculares en el
determinante de Slater hasta obtener un minimo para la energia total del sistema. Esto
es debido a que, para el estado base de cualquier funcién Q(7, @) que sea antisimétrica
y normalizada, el valor esperado de la energia que corresponda a ) es mayor que la
energia de la funciéon de onda exacta . En otras palabras, la energia de la funcién
de onda se puede tomar como una cota inferior del valor de la energia calculada por
cualquier otra funciéon antisimétrica. Una vez obtenida la energia del sistema, se hace
uso del principio variacional para hallar al conjunto de orbitales moleculares que mejor
represente al sistema.

Para encontrar la energia del sistema se calcula el valor esperado del hamiltoniano
(H)y=F = / P HapdSY (3.14)
Q

donde d€Y’ significa integrar sobre todo el espacio el niimero total de particulas, es decir,
dQY =d37,,d37,...,d37y. Para escribir la ecuacién anterior en términos del conjunto de
orbitales ¢; es necesario desarrollar el determinante de Slater y resolver la integral. La
expresion para el energia queda como

E = /d3F1,d3F2,...,d3FN

Z<—1>PP<1,2,...%>] G1F)6(7) - 03 ()|

_%Z%—sz +%Zre_5] (3.15)
L a a1 aB

Z(_l)PP<17 2,..., g)] [¢T(Fl)¢;(772) T ¢*%(_»%)]

La integral se resuelve separando la expresion del hamiltoniano en dos hamiltonianos
independientes, donde uno de ellos contendra la expresion de la energia cinética de los
electrones y la energia de interaccién entre el nicleo y el electron. A este hamiltoniano
se le denomina hamiltoniano del core. El segundo término es simplemente la energia de
interaccion entre los electrones libres.
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core 1 vgz Ziez
1 2
H = - = (3.17)
2 op Tapg

Al resolver las integrales de la energia para ambas expresiones del hamiltoniano se
calculan las energias

N
€1 = 2i Hj; (3.18)
R
i=1 =1 i#j

donde los términos obtenidos son las integrales

mo = [ qb:(mﬁw“@(am%
Ji = /¢> ¢z( )5 (Fa)d*ridPry
Kij = /¢ ¢]( )¢z(7"2) T1d37”2

La segunda y tercera expresion reciben el nombre de integral de Coulomb e integral de
Intercambio, respectivamente. Finalmente, la energia de los electrones del sistema dado
un conjunto de orbitales moleculares conocido esta dado por

N N N
E=2) Hi+) Y (20— Ky) (3.20)
7 7 7

Como se menciono al principio de esta seccion, se debe obtener una expresion para la
cual la energia del sistema sea minima. El método de Hartree-Fock se basa en el principio
variacional para buscar un valor minimo de la energia, de —0, dada la restriccién de
normalizacion para la funcién de onda utilizada. Es decir, dado el principio de minima
energia

Eapromimada Z Ee:pacta
se busca un minimo de Eqpropimada €0 término de los orbitales moleculares. Se calcula

dEapromimada =0
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donde las derivadas se toman respecto a los orbitales moleculares.

Finalmente, obtenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales llamadas ecuaciones

de Fock

]:Icore + Z(2jj _ f(]) O; = Zeij¢j7 1=1,n (321)

J

las cuales se pueden expresar como un problema de valores propios mediante las ecua-
ciones de Hartree-Fock

donde el operador F de Hartree-Fock esta definido en términos de los orbitales mole-
culares por medio de los operadores J; y K;. Los mejores orbitales moleculares para el
sistema son funciones propias del operador hamiltoniano de Hartree-Fock. El sistema
de ecuaciones se llama acoplado, es decir, el operador de Fock de cada ecuacién depende
de todos los orbitales solucion. Estos orbitales son llamados autoconsistentes con el po-
tencial de campo que generan formando un campo autoconsistente de Hartree-Fock. A
todo el procedimiento de hallar el mejor conjunto de orbitales ocupados se le denomina
Método de Campo Autoconsistente (SCF) y se basa en considerar un conjunto de or-
bitales sobre el cual se calcula una primera aproximacién al operador hamiltoniano de
Fock. Las funciones propias que genera dicho operador constituyen un segundo conjunto
de funciones de “prueba’”. El procedimiento concluye cuando los orbitales generados no
tengan cambios bajo cierta tolerancia.

3.2.2. El Método LCAO en las Ecuaciones de Hartree-Fock.

Mediante la aproximacion LCAO la funciéon de onda se puede aproximar por or-
bitales atémicos conocidos. Esta aproximacion transforma la ecuacion de Hartree-Fock
en una ecuacion matricial permitiendo resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales
como un problema algebraico de valores propios. Sustituyendo en la ecuacion de Hartree-
Fock (ec. 3.22) la expresién para los orbitales moleculares de la aproximacion LCAO
(ec. 3.7) se obtiene

F%‘ = Gil/)i

FZ%% = 61‘2%%’

S e / OiFoidv = ey oy / Oiddv
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definiendo las integrales siguientes
Ry = [ oiFod (3.23)
Sy = [ oot (3.24)

y sustituyendo en el desarrollo anterior

E CijFrj =€ E CijSkj

se llega a la ecuacién matricial

FC = 5C¢ (3.25)
donde F es la Matriz de Fock, C' es una matriz de coeficientes Cij, S se le denomina
matriz de traslape y € es la matriz diagonal cuyos elementos ¢; es la energia de un
electron en el orbital ¢;.
La ecuacién 3.25 fue derivada por Roothaan y Hall a partir de la teoria de Hartree-Fock.
Su mayor aportacién fue el demostrar que al introducir el conjunto base de funciones
espaciales conocidas, la ecuacion diferencial 3.21 se convierte en una ecuacion matricial
y el problema de hallar los orbitales moleculares 1); y las energias de cada orbital
involucra resolver ésta integral. Tanto la matriz de Fock como los orbitales dependen
de los coeficientes ¢;; en la expansion de orbitales moleculares. Esto hace que la ecuacion

3.25 no sea lineal, por lo que se requiere de un método de solucién iterativo equivalente
al método de campo autoconsistente.

3.2.3. Matriz de Fock y Matriz de Densidad

La obtencién de una expresién para la matriz de Fock es uno de los puntos principales
para la elaboracién del método de Hartree-Fock. El problema de determinar los orbitales
moleculares v; y las energias ¢; consiste en resolver la ecuacion matricial 3.25. La matriz
de Fock representa el promedio del efecto del campo generado por cada electron sobre
cada orbital.

Debido a que la matriz de Fock es la representacion matricial del operador de Fock
F en alguna base de orbitales conocida, esta debe contener los términos obtenidos
anteriormente, esto es

N N
1
F,, = Hoom | Z Z P, {(,mﬂ)\a) - 5(,uA|770) (3.26)

A=1 o=1

donde se han definido los términos H®"¢n P, v (un|Ao). El primer término representa
la energia de un solo electréon en el campo del nicleo y el segundo se refiere a la matriz
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de densidad. Los términos entre paréntesis son integrales que involucran los operadores
coulombicos y de intercambio para dos electrones, y se definen como

* * 1
(o) = [ 601050 én(2)o (s (3.27)
La matriz de densidad se define a partir de un sistema de capa cerrada o restringido,*
en el cual dos electrones ocupan un mismo orbital. Si la densidad de carga se define

como la distribucién de probabilidad [;(7)]* de encontrar un electrén en un punto 7.
Para éste sistema, la densidad de carga total es

pl7) =23 ()

el factor 2 se utiliza para normalizar la funcién, ya que se esta hablando nuevamente de
una distribucién de probabilidad. Al sustituir la forma de la funcién de onda definida
mediante el método LCAO en la expresién para la densidad de carga, se obtiene

p=2 Z Wi (r)i(r)
— 9 Z D b)Y cuitulr)

= Z QZCW‘C;Z*] gbu(r)qbf](?“)
= S P60 529

donde P es la matriz de densidad. Esta expresion nos muestra que, al igual que la
matriz de Fock, ésta depende de los coeficientes de expansién de ;.

Finalmente, las ecuaciones de Hartree-Fock se resuelven mediante un campo auto-
consistente tomando en cuenta lo expuesto anteriormente. A continuacién se expone
brevemente los pasos del método.

1. Dado un sistema molecular, especificar las coordenadas nucleares y ntmeros
atomicos. Se elige un conjunto de funciones atémicas base y un conjunto de coe-
ficientes c;; que definan a la matriz C'.

2. Calcular las integrales H* ¥ S v (un|Ao)

3. Obtener la matriz de densidad inicial.

L El spin del electrén es tomado en cuenta para la elaboracién de la funcién de onda del sistema
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4. Calcular la matriz de Fock (ecuacién 3.26).
5. Calcular las funciones propias y los valores propios de la ecuacién de Roothaan.

6. Obtener una segunda matriz de densidad a partir de los valores obtenidos en el
paso anterior.

7. Analizar la convergencia del método a partir de las matrices de densidad obtenidas.

Si el método converge se pueden calcular ciertas propiedades.

Si no converge, se repite a partir del punto 3 tomando la matriz de densidad
obtenida.

3.3. Teoria de Funcionales de Densidad

Un esquema mas eficiente para resolver el problema de muchos cuerpos de un cristal,
y que tome en cuenta la correlacién electronica mejor que la teoria de Hartree-Fock, es
la Aprozimacion de Densidad Local (-Spin) (L(S)DA) apoyado por la Teoria de Fun-
cionales de Densidad donde las cantidades importantes del modelo son las densidades
del spin en el sistema. La energia total del sistema se debe escribir en funcién de éstas
densidades (Cotteiner, [2]).

3.3.1. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Para poder entender la teoria de funcionales de densidad es necesario nombrar dos
teoremas formulados por Hohenberg y Kohn y sus consecuencias inmediatas.

Theorem 3.1 (Primer Teorema de Hohenberg-Kohn). Eriste una correspon-
dencia uno a uno entre el estado base de la densidad p(T) de un sistema de muchos
electrones y el potencial externo que se genera al suponer la aproxrimacion de Born-
Oppenheimer. Una consecuencia inmediata es que el valor esperado del estado base de
cualquier observable O es un tnico funcional de la densidad electronica exacta del estado
base:

< Y|Ofy >= 0] (3.29)

Theorem 3.2 (Segundo Teorema de Hohenberg-Kohn). Sea O el operador hamil-
toniano H, el estado base del funcional de energia total Hp|] = Ev,,,[p] tiene la forma

Ev..[p] = <O+ VY >+ < Vel >

F;z: (o]

— Fuxlpl+ [ oli)VerlP)dF (3.30)
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donde el funcional de densidad de Hohenberg-Kohn, Fr|p], es universal para todo
sistema de muchos electrones. By, , alcanza su valor minimo (igual a la energia total
del estado base) para la densidad del estado base correspondiente a V.

Al evaluar el funcional de energia Ey,_,[p] para la densidad que corresponde al po-

tencial externo del solido se obtiene la energia del estado base. Hay tres implicaciones
importantes que resaltar de estos dos teoremas. La primera se puede observar al analizar
la correspondencia uno a uno entre la densidad del estado base y el potencial externo
descrita en el primer teorema. Dado un sistema de muchos electrones con un poten-
cial externo existe una unica funcién de onda del sistema definida en la ecuacion de
Schrodinger. A partir de esta funcién de onda se obtiene una densidad electréonica que
contiene la misma informacién que la funcién de onda exacta. Asi, las observables del
sistema se pueden recuperar a partir de la densidad electronica como funcionales de la
misma.
Como segunda implicacién, la universalidad del funcional de densidad de Hohenberg-
Kohn Fpk[p]. Debe existir una expresién del funcional de la ecuacién 3.30 para cualquier
sistema de muchas particulas debido a que dicho funcional no depende de ninguna va-
riable nuclear, es decir contiene informacion unicamente de los electrones del sistema.
La contribucién del potencial externo a la energia total del sistema se calcula utilizando
el operador densidad definido como

al ser evaluado para la funcién de onda de un sistema de muchos electrones

p(7) =< (71, 7o, ., TN) [P (71, T, TN) > (3.31)

La densidad electrénica que minimiza la energia Ey,_,[p] es la densidad del estado base
que corresponde al potencial externo V. (7). Esta densidad se obtiene utilizando el
principio variacional de Rayleigh-Ritz.

3.3.2. Ecuaciones de Kohn-Sham

Con estos dos teoremas, Kohn y Sham publicaron en 1965 una ecuacion parecida
a la ecuacién de Hartree-Fock (ec. 3.22). Su teoria surge a partir de los estudios de
Hartree y Fock del hamiltoniano del sistema de muchas particulas. El funcional de
Hohenberg-Kohn se obtiene a partir del funcional de la energia total del sistema y de
Hartree-Fock

Fpx =To+Vu +V, + V. (3.32)
\%
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donde

V, = V-Vy
V. = T-T,

Asi, el funcional de la energia 3.30 se escribe como
Ey...[p) = Tolp] + Enlp] + Exclp] + Eeat[p] (3.33)

y se interpreta como el funcional de energia de un gas de electrones clasico sin inter-
acciones sujeto a dos potenciales externos, uno debido a la presencia de los nucleos
y otro generado por los efectos de correlacién e intercambio. Dichos efectos contienen
informacion extra de la interaccion electron-electréon. El Hamiltoniano de Kohn-Sham
que corresponde al funcional de energia descrito antes es

~

Hxs = To+ Vi + Vie+ Ve

n? 2 e p(7™)
2m6v’+47r60 |77 — | 7 Vae Ve (3:34)
donde
OF,.
Vie(T) =
op

A partir del Hamiltoniano de Kohn-Sham se puede hallar la densidad exacta del estado
base tomando en cuenta el siguiente teorema:

Theorem 3.3 (Teorema de Kohn-Sham). La densidad exacta del estado base p(7)de
un sistema de N electrones es

pl7) = D &1 (Mi(7) (3.35)

donde las funciones de onda electrénicas ¢;(7) son las N soluciones de menor energia
de la ecuacion de Kohn-Sham

Hysé: = €i¢; (3.36)

Nuevamente nos enfrentamos a un problema de campo auto-consistente ya que tanto
el operador de Hartree Vg como el operador de correlacion e intercambio V. dependen
de la densidad p(7), quien a su vez depende de los orbitales solucién que deseamos
encontrar. El procedimiento para resolver este problema es similar al expuesto para
resolver las ecuaciones de Hartree-Fock. En este caso la densidad sirve como parametro

de convergencia ya que la densidad final debe ser consistente con el Hamiltoniano de
Kohn-Sham.
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La aproximacién LSDA toma en cuenta el spin para hacer una mejor aproximacion
cuando se requiere una separacién entre los electrones a y . Esta aproximacion trans-
forma las ecuaciones derivadas de la aproximaciéon LDA dandoles cierta dependencia
del spin, es decir, la ecuaciéon 3.35 se transforma en

GEDIACAGIE
ik

Es necesario dar una expresion para el potencial de correlacién e intercambio en el
Hamiltoniano de Kohn-Sham. Para ello, se utiliza la aproximacién LSDA (Local Spin
Density Aproximation), la cual conlleva a dos resultados importantes.

Primero, postula que el funcional de correlacién e intercambio se escribe como

Ez2PAng,n) = /num(m,m)dﬁ n=n;+n (3.37)

es decir, la energia de correlacién e intercambio debido a una densidad particular p(7)
se puede calcular dividiendo el material en volumenes infinitesimales con densidad cons-
tante. Cada volumen contribuye a la energia total de correlacién e intercambio con la
energia de correlacion e intercambio del mismo volumen de un gas de electrones ho-
mogéneo.

Segundo, la forma particuar de fiz..

Es posible alcanzar una mejor aproximacién tomando las contribuciones de cada vo-
lumen, no solo dependientes de la densidad local, sino formando una dependencia con
las densidades de los volumenes mas proximos. A esta aproximacién se le conoce como
GGA (Generalized Gradient Aprozimation) debido a que toma en cuenta el gradiente
de la densidad.

B ) = [ (o, Vg, 9 )i (3.38)

Para hallar una expresiéon de f(ny,n;, Vny, Vn|) es necesario aproximar algun “fun-
cional GGA” con pardmetros indeterminados a una serie de datos experimentales de
atomos y moléculas para hallar los valores que mejor se ajusten al experimento.

3.3.3. Meétodos de Solucién para las Ecuaciones de Kohn-Sham

A partir del desarrollo de la Teoria de Funcionales de Densidad se formularon méto-
dos para resolver las Ecuaciones de Kohn-Sham. Estos métodos proponen la generacién
de una funciéon de onda particular a partir de ciertos orbitales. A continuacion se des-
criben brevemente los métodos méas conocidos.
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Método APW

El método de ondas planas aumentadas, Augmented Plane Waves, es un método
para resolver las ecuaciénes de Kohn-Sham para la densidad del estado base, la energia
total y los valores propios del problema de muchos cuerpos introduciendo un conjunto
base que se adapta al problema general de un sélido. Pueden usarse ondas planas,
en el espacio cristalino en general, u optar por hacer una particion conveniente del
espacio para utilizar bases que también convengan segun el caso. Para lograr una de
estas adaptaciones, la celda unitaria se debe dividir en i) una regién donde los dtomos
se encuentren dentro de esferas que no se intersectan denominadas esferas de Muffin
Tin(S) y ii) una region intersticial (I).

11

Figura 3.1: Aproximacién de Muffin Tin

Al aplicar la aproximacién de Muffin Tin en un atomo los estados u orbitales que
se encuentran en el exterior de la esfera S, se le denominan estados de valencia; los
estados dentro de la esfera de muffin tin se les denominan estados de core.

La aproximacion APW supone 9;(7) como una superposicién de ondas planas en la
region intersticial y la fuerza a tener un comportamiento oscilatorio mas rapido en la
region S.

El método implica aproximar la solucién de la ecuacion de Schrodinger del cristal me-
diante una expansion de la funcién de onda en ondas planas con la misma energia

Ue(P) =Y i iy () (3.39)

k

donde la suma es sobre los vectores de la red reciproca. Para cualquier vector de la red
reciproca K, las funciones ¢y, 2 (R deben satisfacer la condicién de Bloch? .
Las ondas planas se definen como

1. ¢z = €™ en la regién intersticial, para cualquier vector de onda k y energfa e.
2. ¢y debe ser continua en la frontera entre las regiones atémica e intersticial.

3. ¢5 . debe satisfacer la ecuacion de Schrodinger atémica en la region S.

2 Las funciones de onda se escriben como ondas planas multiplicadas por un factor que cumple con
la periodicidad de la red.
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Estas tres condiciones determinan un tinico conjunto ¢; . para cada sélido. Esta funcién
esta definida como

b = %e’;’? rel
ZlmAak+ l( 7€Z)YT£'Z(7”/) ’FE Sa

donde 7 es la posicién de dentro de la esfera respecto al centro de cada esfera y 7 especi-
fica los dngulos 0" y ¢ para definir la direccién de i en coordenadas esféricas. uf*(7”, €)

vy YL( 7“3 son soluciones de la ecuacién de Schrédinger de un atomo libre (recuérdese la

solucién del dtomo de hidrégeno). El factor Alo‘nLLHK se puede determinar a partir del
método. Con esta expresién se garantiza que se satisface la ecuacion de Schrodinger en
ambas regiones, sin embargo, no es posible estimar cuantos vectores de la red reciproca
son necesarios para la expansion. En la literatura se menciona que aproximadamente
cien vectores de la red reciproca se pueden utilizar para obtener resultados confiables,
es decir, que la energia sufre cambios apreciables si se aumenta el nimero de funciones
APW. Bajo este esquema, la funcién ¢y tiene derivada discontinua en la frontera de
las regiones S, e I, por lo tanto, repetirémos el teorema de Hohenberg-Kohn aplicado
a nuestro caso utilizando el siguiente principio variacional:

Definition 3.1. Dada cualquier funcién diferenciable () se define el funcional de

energia

J (G IVO(P)* + V() [ (7))
S @) dr

para encontrar el valor estacionario de la energia.

Ely] = (3.40)

El principio variacional se realiza utilizando la expansion 3.39 para calcular el fun-
cional E[¢;] y con esto hallar el valor estacionario € de la energfa en funcién de los
coeficientes c;.

Método LAPW y LAPW+LO

El método LAPW (Linearized Augmented Plane Waves) corrige el problema de
encontrar uf*(7”, €) para una energia € en el método anterior. Para ello, se expande en
series de Taylor uf*(7,€) a partir de un valor calculado para alguna energia Ej. Con
esto se obtiene la siguiente expresion para la onda plana ¢;:

1. en la region intersticial se utiliza una onda plana de la forma
(b];e — eik-F
2. dentro de la esfera de muffin tin,

Op = D [ A R up (7 ) + Bk i (7, e) | V()

lym
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Los coeficientes A?’HK BZO;,’IHK se determinan requiriendo que ambos coincidan en
valor y pendiente en la frontera de las regiones S, e I. El método LAPW de igual forma
utiliza el principio variacional de Rayleigh-Ritz para determinar los coeficientes de la
expansion .

Para hacer posible un tratamiento consistente de los estados de valencia y de “core”,
es decir, si se requiere hacer un mejor andlisis de un orbital especifico (-s, -p, -d, -f), se
anade un conjunto de funciones base nuevas que no dependen de k,,. A estas funciones
nuevas se les denominan Orbitales Locales (LO) y se definen dentro de la esfera de
muffin tin del 4&tomo o’ como

Op. = [Afj;ul (7, e11) + B (7, ery) + u (7 621)] erl(%) (3.41)

mientras que en la zona intersticial y en las esferas de los atomos vecinos vale cero;
por ello se les llaman “Locales”. Este tratamiento considera a todos los d&tomos dentro
de la celda unitaria. La independencia de éstos orbitales respecto a k, se debe a que
no se considera ninguna conexiéon con ondas planas dentro de la zona intersticial. Los
coeficientes AY | B v O se determinan exigiendo que los orbitales sean normalizados,
su valor sea cero y tenga pendiente cero en la frontera de la esfera de muffin tin.

Método APW+lo

El problema con el método APW es la dependencia de la energia del conjunto base.
Esta dependencia se elimina en el método LAPW+LO, pero se requiere de un niimero
mayor de funciones base. El método APW+lo combina los puntos mas importantes de
los métodos anteriores (Cottenier, [2]). El conjunto de funciones base contiene funciones
del tipo APW para una energia ¢ fija. A este conjunto se le aumenta un nuevo orbital
denotado por “lo” (orbitales locales, distintos a “LO”) definido como

¢l7m _ 0 ) rel
o T [Ammlour (7 @) + Bylug (7, e) | YA(T) 7€ S,

. /1 ' . .. .
donde los coeficientes A; " y B; "’se determinan requiriendo que los orbitales sean
normalizados y su valor sea cero; en este caso no se exige que la pendiente de la funcién
en la frontera de muffin tin sea cero.

En el método LAPW+lo (LAPW) el potencial se expande como

- S Vim(F)YL(F) 7€ S,
V(r) = { ST cer (3.42)

3.3.4. Aproximacién L(S)DA+U

La aproximacion LDA no es exitosa para cualquier sistema mientras el funcional de
densidad aplicado no sea capaz de obtener las propiedades del estado base. Por ejem-
plo, dicha deficiencia se puede observar al aplicar el método a materiales fuertemente
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correlacionados® . Tales sistemas generalmente contienen metales de transicién o iones
de tierras raras cuyos orbitales externos d o f se encuentran parcialmente llenos. Al
aplicar un método como LDA a compuestos de metales de transicion, se obtiene una
banda d (f) con estructura electrénica metdlica y electrones d (f) itinerantes necesaria-
mente, porque queda la banda (de densidad de estados) partida por el nivel de Fermi en
una parte ocupada y otra accesible desocupada. Esto puede ser valido para materiales
metalicos, pero no para aquellos que son aislantes.

Esto ultimo es incorrecto muchas veces debido a la naturaleza de los orbitales localiza-
dos d (f) en metales de transicién o tierras raras, donde existe una energia de separacién
entre bandas ocupadas y desocupadas (Anisimov, [14]). La aproximacién LDA+U co-
rrige este problema incluyendo términos de interacciones de Coulomb en la energia y el
hamiltoniano del sistema.

En este esquema los electrones se separan en dos subsistemas: orbitales d o f local-
izados y orbitales s o p no localizados. Para los electrones localizados, la interaccion de
Coulomb debe ser expresada como

1
EU Z n;n;
i#]
donde n; son ocupaciones de los orbitales d o fy U se define como el parametro de

interaccién de Coulomb. Los electrones en las capas s o p se describen mediante el
método LDA. El funcional de energia utilizado para la aproximaciéon LDA+U es:

UNN-1) 1
i#]
El segundo término en la ecuacién 3.43 asume que las interacciones Coulombicas de los

orbitales d (f) son funcién del nimero total de electrones en dichos orbitales. Se define
la energia del i-ésimo orbital ¢; y el potencial que depende de los orbitales como

OFE 1
€ = anZ = €rpA T+ U (5 — nz) (344)
OFE 1
Vi(r) = 5 = Vipa(r) +U (5 - nz) (3.45)

donde la variacién en el potencial se toma en la densidad de carga n;() de un orbital
particular.

3 Entiéndase correlacién como todo proceso que no es tomado en cuenta en el promedio de Hartree-
Fock.
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El anadir las interacciones coulémbicas en las ecuaciones 3.43 y 3.44 genera una
separacién entre los orbitales que divide a la banda de conducciéon en sub-bandas; la
energia de los orbitales en la aproximacion LDA disminuye y aumenta por un factor
-U/2 para los orbitales ocupados (n;=1) y +U/2 para los orbitales desocupados (1;=0).



