Apéndice A

Algebra Geométrica de Clifford

El algebra geométrica es un sistema cuyos elementos son llamados multivectores y
esta caracterizada por un producto geométrico. Esta algebra, su teoria y propiedades,
esta construida de una manera intuitiva y geométrica, lo cual permite que sus aplicacio-
nes en la fisica obtengan un significado geométrico que va mas alla de una reformulacion
y simplificacion del analisis tensorial.

Segin la descripcién hecha en [11], un multivector de grado r se denota por una

letra mayuscula y es igual a la suma

A= <A>0+<A>1+<A>2+"':Z<A>ra (A1)

donde el objeto (A)  es la parte r-vector de A. Los términos escalar, vector, bivector,
trivector,... son cominmente usados para referirse a un 0-vector, 1-vector, 2-vector,
3-vector ... respectivamente.

En el caso de dos vectores de dimension n, denotados por letras minusculas, el

producto geométrico estd definido como
ab=a-b+aANb. (A.2)

Donde a - b es el producto interno o producto punto convencional y es un escalar.

Mientras que a A b se conoce como el producto externo o producto wedge y no es un
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escalar o un vector, es un bivector. El producto interno de dos vectores es simétrico,

mientras que el producto externo de los mismos es antisimétrico, de tal forma que
1
a-b= §(ab + ba), (A.3)
1
anb= §(ab—ba). (A.4)

Asi como un vector es un segmento de linea con direccién y se puede expandir en
una base cartesiana {e1, es, -+ , €, }, un bivector representa un segmento de plano con
orientacién que es posible escribir como una combinacién lineal de n(n — 1)/2 [1]. Por
ejemplo en tres dimensiones los bivectores unitarios son {ejes, ese3, ezeq }.

Generalizando los productos interno, externo y geométrico entre un vector a y un

r-vector A, se tiene que

a-A, = (ad,), | = % (ad, + ( 1)+t Asa) , (A.5)
aA A = (A, = 5 (ad, — (<17 " ALa), (A6)
aA, = a-A.+aNA, (A.7)

A.l. Algebra de Espacio-tiempo

En esta seccién se presentan algunos de los conceptos desarrollados en [10] para
exponer las bases del dlgebra espacio-tiempo, la cual utiliza el concepto del producto
geométrico y reconstruye la fisica de espacio-tiempo de Minkowski con las ventajas de
una gramatica mas simple y directa, la presencia del sentido geométrico de la multipli-
cacion y la relacion inmediata entre la geometria y la fisica del mundo real.

El espacio-tiempo se puede modelar con un espacio vectorial real de 4 dimensiones
llamado espacio vectorial de Minkowski y denotado por M*. Para desarrollar el dlgebra

espacio-tiempo al producto geométrico definido previamente se le agrega la propiedad

v =¢, v]*, (A.8)
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donde €, es la signatura de v y la magnitud |v| es un escalar positivo real. Como es
usual, el vector v es temporaloide si tiene signatura negativa (e, = —1) y es espacialoide
cuando su signatura es positiva (e, = 1).

Como se hizo anteriormente, mediante el producto de vectores del espacio-tiempo, se
pueden definir k-vectores. Con estos multivectores espacio-tiempo se define un algebra
Gy = G(M*) y se conoce como &lgebra espacio-tiempo. Para generar una base de G,
se utiliza el conjunto vectores ortonormales {,} donde = 0,1,2,3 y 7 es el vector

temporaloide. Estos vectores definen en el espacio una métrica

1
Juw = Y T = 5(7}17@ + Vuryu)' <A9>

Con los vectores ortonormales también es posible definir un pseudoescalar

L= Y7727 = Yo A1 A Y2 A s (A.10)
Debido a la antisimetria del producto wedge, se puede mostrar directamente que

it = —1, (A.11)
Dado que los distintos k-vectores son productos de vectores, los multivecores (que
son una suma de k-vectores) del algebra G4 tienen como base al conjunto {1,{v,},

{vu Ay}, {743}, i} Es conveniente tomar en cuenta el conjunto de vectores reciprocos

{7*"} definidos por las ecuaciones

Yo = G’ (A.13)

Y = 6L (A.14)

Estos vectores forman a su vez una base reciproca en el espacio-tiempo M?*.
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Asi cualquier multivector se puede expresar como una combinacién lineal de los

elementos de la base de G4. Por ejemplo un bivector F' tiene la representacion

1 124
F = éF" Y N Vo (A.15)

Donde las componentes F'* son escalares dados por
FW =yt F o = (4 - F) = (4# A7) - F. (A.16)

Finalmente el conjunto de vectores ortogonales {7, } permite definir un conjunto de
coordenadas rectangulares {z*} para cada punto = en el espacio-tiempo de tal forma

que
ot = At (A.17)
r = zhy,. (A.18)

Ahora con estas coordenadas es posible definir un operador V como la derivada respecto

al punto x en el espacio-tiempo M?*. Este operador estd definido como
V =+"0,, (A.19)

donde las coordenadas 0, estan dadas por

0

Por tultimo el operador dAlambertiano corresponde, de manera usual, al cuadrado del

operador V, es decir
V? = " 0,0, . (A.21)
A.2. Electromagnetismo

En esta tercera seccion del apéndice se muestra una aplicacién en la fisica del algebra

espacio-tiempo, especificamente en electromagnetismo. Estos conceptos se presentan a
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detalle en [9]. Se pretende presentar al campo electromagnético como un bivector F' y
expresar las ecuaciones de Maxwell en la forma de una ecuacion sencilla. Aplicando una
separacion de espacio-tiempo se muestra que se recuperan las 4 ecuaciones de Maxwell
en su forma convencional. Finalmente se expresa el tensor de energia momento como
un producto geométrico del bivector campo F' con un vector.

Teniendo un 4-potencial A , el campo electromagnético se puede expresar en térmi-
nos del potencial como

F=VAA=VA-V-A. (A.22)

Dado que tanto el operador V como el potencial A son vectores, se ve directamente que
el campo F' es un bivector.
Teniendo este campo, las ecuaciones de Maxwell se escriben, sorprendentemente,

con la expresion

VF =J. (A.23)

Donde J es la 4-corriente. Es importante notar que la sencillez de la ecuacién A.23 no
es solo una notacién conveniente. La importancia del producto geométrico radica en la
posibilidad de encontrar el inverso multiplicativo de cada vector. Es decir, el algebra de
Clifford, por medio de la asociatividad de su producto, nos asegura existe un operador
V! tal que

F=VI (A.24)

Aplicando una separacién de espacio-tiempo, como se explica en [6] y en la seccién

III de [10], en la ecuacién A.23 se obtiene la ecuacién
0+ V)(E+iB)=p—1J. (A.25)

Donde los simbolos en negritas son vectores tridimensionales con base {0y = Vk7Y0}, O

y p son escalares y el pseudoescalar ¢ es el mismo que se definié en A.10.
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Los vectores del espacio con base {0} definen a su vez una subdlgebra Gs con k-
vectores que cuyo grado va del 0 al 3. En este tipo de algebra el pseudoescalar ¢ relaciona

al producto wedge con el producto vectorial convencional mediante
aAb=i(axb). (A.26)

La ecuacion A.25 tiene multivectores de cada lado de la igualdad los cuales abarcan

los 4 grados de G3 que son:

V-E = p escalar),

OGE-VxB = -J

(

(vector), (A.27)
i(0B+VXxE) = 0 (bivector),

(

V-B = 0

trivector).

Por 1ltimo, utilizando el formalismo del algebra espacio-tiempo, el tensor de energia
T'(a) momento se puede expresar como una funcién vectorial lineal con un vector como
argumento. Para campos clasicos, la funcién T'(a) regresa el 4-flujo de momento a través
de la superficie perpendicular a a. En el caso electromagnético la funcion se expresa

CcOo1mo

T(a) = —%FaF. (A.28)

Usando la expresion para el bivector electromagnético F' = E + ¢B, se puede mostrar

que la densidad de energia se obtiene con la formula

(E* +B?). (A.29)

N | —

Yo - T(0) =
También se puede mostrar que el tensor de energia momento es conservado, es decir

V- T(a) = 0. (A.30)



