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Introduccion

La historia de las matematicas y la fisica estd llena de grandes figuras que,
apoyandose en sus antecesores, avanzaron con cada generacién. Podemos datar
avances significativos en astronomia, geometria o aritmética a sociedades de la
antigiiedad. Cada uno de los genios que pusieron un ladrillo en nuestra pared
de conocimiento merece ser recordado. Indudablemente, una de las teorias mas
importantes que hemos construido como humanidad es el entendimiento de la
gravedad.

Al hablar de gravedad, podemos retroceder hasta la antigua Grecia, en donde
Aristételes aseguraba que la velocidad a la que los objetos caen es dada por
su masa. Galileo desafié esta idea al experimentar con sus planos empinados.
Por aquella época, Kepler enunciaba sus leyes de movimiento planetario. No
transcurrié mucho tiempo para que Newton formulara sus leyes del movimiento,
dando al fin un fundamento matematico sélido a la mecénica. Poco a poco,
nuestra comprension de la gravedad se completaba.

A pesar de que las leyes de Newton fueron extraordinarias para explicar el
movimiento de los astros, al punto de predecir la existencia de Neptuno por las
perturbaciones de la 6rbita de Urano, resultaron insuficientes para dar respuesta
al anémalo movimiento de precesién del perihelio de Mercurio. Las discrepancias
entre los modelos newtonianos y las observaciones se resolvieron cuando Einstein
propuso su teoria de la relatividad. En esta nueva teoria, se entiende a la
gravedad como un efecto de la geometria del espacio-tiempo en lugar de una
fuerza.

No obstante, este es solo un lado de la historia. También podemos trazar
esta historia desde un punto de vista matemadtico. Desde los 5 axiomas de
Euclides, pasando por la negacién del quinto por parte de Lobachevsky, hasta
el gran desarrollo de la geometria no euclidiana por parte de Riemann. In-
cluso, paralelamente a Einstein, David Hilbert llegé a una formulacién equiva-
lente a la relatividad de Einstein usando principios variacionales, meramente
matematicos.

Los avances en geometria y relatividad no terminan con Einstein. A pesar
de que es la teoria méas aceptada, ha habido incontables cientificos que la han
querido mejorar. En un intento de generalizar la relatividad general, Brans
y Dicke sefialaron que los efectos gravitacionales no son solamente ocasionados
por la geometria del espacio-tiempo, sino que también influye un campo escalar.
Bajo este nuevo enfoque, obtenemos nuevas implicaciones de como se comporta



el universo.

En esta tesis el objetivo principal es explicar de dénde se deduce la solucién
de Schwarzschild y después mostrar algunas de sus consecuencias. Posterior-
mente, expondremos una teoria alterna a la relatividad general: La teoria de
Brans-Dicke. Para ello, primero construiremos las matematicas necesarias para
entenderlas. En el Capitulo[I] definiremos conceptos claves del dlgebra lineal, as{
como tensores, variedades y formas diferenciables. Ya que tengamos las herra-
mientas necesarias, podremos empezar a hablar de Geometria Riemmanniana.

En el Capitulo 2] hablaremos de todo lo que hace la relatividad cobrar vida.
Conoceremos a nivel mas abstracto cémo medimos distancias y transforma-
ciones en superficies no necesariamente planas. A través de las métricas, las
isometrias y las conexiones, llegaremos a una generalizacion del camino mds
recto: La geodésica. Luego, extenderemos nuestra intuicién sobre qué es lo
que significa que algo sea curvo gracias a los tensores de curvatura (Riemman,
Ricci y escalar). Para finalizar, describiremos cémo podemos dimensionar qué
tan cercanas estdn las geodésicas entre si en una superficie con los Campos de
Jacobi. Finalizaremos la secciéon con un ejemplo clasico pero elegante de como
reescribir las ecuaciones de Maxwell usando formas diferenciales.

En el Capitulo [3] entramos de lleno al corazén de la teorfa de la relatividad
y desglosamos una de las soluciones més ttiles a las ecuaciones de campo de
Einstein: la métrica de Schwarzschild. Iniciaremos con algunas consideraciones
fisicas y definiciones de objetos matemdticos que usaremos. Posteriormente,
desarrollaremos extensivamente la solucién de Schwarzschild paso a paso. Por
tultimo, descubriremos como esta solucion tiene usos en astronomia.

Finalmente, en el capitulo [ presentamos una teorfa alternativa a la relati-
vidad general: la teoria de Brans-Dicke. Empezamos con el principio de Mach,
una idea que relaciona la masa inercial de una particula y la distribucién de
masa-energia en el resto del universo. De ahi, se puede definir un campo escalar
que serd introducido en las ecuaciones de campo. Para saber qué tan congruente
es este acercamiento con la realidad, mencionaremos algunos experimentos.

Espero que este texto sea 1til para cualquier estudiante de fisica que quiera
empezar a adentrarse en relatividad mientras ofrece un vistazo a otras teorias
no tan conocidas.



Chapter 1

Preliminares

Antes de empezar de lleno con la geometria diferencial y sus fascinantes aplica-
ciones como relatividad o electromagnetismo, tenemos que detenernos un poco
en los conceptos fundamentales que se mencionaran a lo largo de la tesis. Las
herramientas matematicas que nos permiten hablar de transformaciones de un
espacio (que luego extenderemos al espacio tiempo, por ejemplo) tienen origen
en el dlgebra lineal.

En la seccién describiremos lo esencial de esta drea y céomo esta nos
permite definir objetos més complejos como los descritos en la seccién [I.2} los
tensores. Posteriormente, en la seccién |1.3] introduciremos el objeto de estu-
dio fundamental de la geometria Riemanniana: las variedades. Finalmente, en
la seccién definiremos unos objetos matematicos muy particulares que nos
permiten generalizar los resultados mas clasicos del calculo vectorial. Con todos
estos antecedentes, tendremos lo necesario para atacar problemas y entender de
forma mas completa el funcionamiento del universo.

1.1 Algebra lineal

El algebra lineal es una de las maquinarias matematicas més poderosas que te-
nemos. Con ella, estudiamos los espacios vectoriales (Definicién , que son
fundamentales para describir transformaciones en el espacio. Las construcciones
que cumplen con las condiciones para ser espacios vectoriales son de particular
interés para matematicos y fisicos porque son ttiles para describir transforma-
ciones, por ejemplo, rotaciones o traslaciones.

1.1.1 Espacios vectoriales

Para tener un espacio vectorial (cuyos elementos llamamos vectores) necesitamos
un campo (cuyos elementos llamamos escalares).

Definicién 1.1.1. (Espacio vectorial) Sea A un campo y sea V un conjunto
no vacio. El conjunto V tiene una estructura de espacio vectorial si tiene dos



operaciones

e Suma de vectores: Siu,v € V', se cumple (u+v) € V para cualesquiera

dos vectores.

e Multiplicacién por escalar: Para todo a € A,v € V , se cumple que

av € V.

Ademas, estas operaciones deben cumplir con los siguientes axiomas para todo
u,v,w €V ya,be A

1.
2.

© N o o

(u+v)+w=u+ (v+w).

3 un vector en V, denominado por 0, llamado vector cero o neutro que
cumple:
v+0=0+v=w.

Vv, 3 otro vector en V' denominado —wv, tal que:
v+ (—v)=(—v)+v=0.

u+v=v+u.

a(u+v) = av + au.

(a+b)v = av + bu.

(ab)v = a(bw).

1lv = .

Podemos dividir estos axiomas en dos partes: Los axiomas 1-4 definen las
acciones que tiene la suma entre vectores. El lector perspicaz notard que son las
mismas condiciones para un grupo conmutativo, también conocido como grupo
Abeliano. Los axiomas 5-8 son la accién de los escalares en los vectores.

Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:

Ejemplo 1.1.1. (Espacio de polinomios P(t))
Sea P(t) el conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales, es decir:

P(t) ={p(t) | p(t) =ao+ait+ast> + ...+ a,t™ paran € Ny a; € R}

P(t) es un espacio vectorial con las operaciones de suma y producto por escalar
dadas por:

1.

1 P(t) x P(t) — P(t)
(fr9)— f+g,

donde si f =ag+bit---+a,t™y g="by+bit---+b,t" entonces f+g =
(ag + bo) + (a1 +b1)t- -+ (ap + by )t™.



iR x P(t) — P(t).
(b’f)'—>bf7

donde si si f = ap + b1t -+ a,t™ y b € R, entonces, b- f = b (ag +
art---+apt™) =b-ag+b-ait---+b-a,t".

Ejemplo 1.1.2. (Matrices m X n)

Sea M,,xn €l espacio de matrices con entradas reales m X n, donde m es el
numero de filas y n es el numero de columnas. Este espacio es un espacio
vectorial (Definicién [1.1.1)) con las siguientes operaciones definidas:

1. Suma de matrices:
+ Muysxn = Myxn

(A M)— A+ B

donde A, B son matrices My, xn. Si A = [a;;] v B = [bi;], entonces,
A+ B = [aij —|—sz]

2. Multiplicacién por escalar:
R X Myysn — Mixn
(c,A)—c- A

donde ¢ € Ry A es una matriz m x n. Si A = [a;;] y ¢ es un escalar,
entonces ¢ - A = [c - a;;].

3. Multiplicacién de matrices:
e mep X Mpxn — men
(A,B)— A-B
donde A es una matriz m x p y B es una matriz p x n. Si A = [a;5] y

B = [b;;], entonces (A B);j = > 1_; Gikb;-

1.1.2 Espacio generado, dependencia lineal y bases

Definicién 1.1.2. (Combinacién lineal) Sea V un espacio vectorial. Un
vector v € V es una combinacién lineal de los vectores ug, u1,...,u, € V si
existen escalares ag,aq, ..., a, tal que

V= agUg + ... + anpUy.

Al conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores vy, .., v, se le
llama espacio generado y se denota por

span(vg, ..., v,) = span(v;).



Definicién 1.1.3. (Dependencia lineal) Sean vy,..,v, € V. Los vectores
son linealmente dependientes si existen escalares aq, ..., a,, no todos cero, tal
que:

agvg + ... + apv, = 0.

En caso contrario, los vectores son linealmente independientes.

Una forma alternativa de enunciar la Definicién|l1.1.3|es que dos vectores son
linealmente dependientes si uno se puede escribir como combinacién lineal del
otro.

Definicién 1.1.4. (Base) Un conjunto de vectores B = {vy,...,v,}, donde
Vg, .., Un € V es una base si cumple que:

1. B es linealmente independiente.
2. B generaa V.

Ejemplo 1.1.3. (Base para matrices 2 x 2)
Las siguientes matrices son una base para el espacio vectorial de matrices

2 X 2:
1 0] (0 1] [0 O] |0 O
0 O0[’|0 O["|1 O|"|0 1|°
Estas matrices generan todo el espacio de matrices 2 x 2 y son linealmente

independientes. Por lo tanto, son una base para dicho espacio.

Definicién 1.1.5. (Dimensién) Sea B una base para V. Si B = {vg, ..., v,},
entonces la dimensién de V' es el nimero de elementos de B. Es decir,

dimV =n+ 1.

1.1.3 El espacio dual

Definicién 1.1.6. (Funcional lineal) Sea V un espacio vectorial sobre R.
Una aplicaciéon ® : V' — R es un funcional lineal si para todo v,u € V y para
cualquier a,b € A, se cumple que:

D (av + bu) = a®(v) 4+ bP(u).

Es decir, es una aplicacion lineal de V' a R.

Definicién 1.1.7. (Espacio Dual) El conjunto de los funcionales lineales so-
bre un campo vectorial V' es un espacio vectorial. Definimos las operaciones de
suma y multiplicacién como:

e (p+¢)(v) = d(v) +¥(v).
¢ (a)(v) = ag(v).
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Donde ¢, son funcionales lineales sobre V' y a es un elemento del campo. A
este espacio se le llama espacio dual de V' y se denota como V*.

Dado un espacio vectorial de dimensién finita V' y una base 8 = {v1,...,v,}
de V, definimos la base dual de V* como * = {v},...,v}} como
1sii=j
vi(v;) = ’ =9 »
7 ( ]) {O S 7& ] 1]

donde 4;; es la delta de Kronecker. Nétese que dim (V) = dim(V*) = n. Los
elementos del espacio dual son funcionales lineales.

Ejemplo 1.1.4. (Ejemplo de base dual)
Consideremos la base {v; = (1,2),v2 = (—3,4)} en R2. Encontrar la base dual

{¢1, P2}

Para hallar la base dual, debemos encontrar los funcionales lineales ¢1(x,y) =
ax + by y ¢2(x,y) = cx + dy tal que cumplan la definicién m es decir, que
cumplan que

$1(v1) = 1,¢1(v2) = 0,P2(v1) = 0, p2(v2) =1

Estas condiciones nos llevan a estos sistemas de ecuaciones:

$1(v1) = 1(1,2) =a+2b=1 p2(v1) = $2(1,2) =c+2d=0
¢1(U2) = ¢1(—3,4) =-3a+4b=0 (bg(vg) = ¢2(—3,4) =-3c+4d=1
Las soluciones de estos sistemas son a = %,j = f)—q,c = _Tl,d = %. Por lo

tanto, la base dual es {¢1 = 2z + 5y, 2 = ZLo + 15y}

1.2 Tensores

Otro objeto con el que se trabaja constantemente en geometria diferencial es el
tensor. En esta secciéon se explicara lo esencial que hay que saber de este objeto.

Definicién 1.2.1. (Tensor) Sean Vi, ..,V espacios vectoriales sobre R™. Se
define un tensor de orden k (k-tensor) como una transformacién multilineal (k
lineal) T : Vi x ... x V; — R. Estas transformaciones cumplen que si para
cualesquiera vectores v;,w; € V; (coni=1,..,k) y A € R"

T (1, ey AV + Wi,y oy V) = AT (V1,4 00y Uy oy V) + T(01, Wiy ooy V).

Es decir, es lineal en cada una de sus entradas. Cabe destacar que los tensores
de orden 1 son el espacio dual V*.

Definicién 1.2.2. (Producto tensorial) El espacio vectorial de los tensores
de orden k en Vi X, ..., xV} se denomina por V7'®, ..., V.
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Si tenemos T' € V'®,...,®@V" vy S € Vi, ®,...,®V,, entonces el producto
tensorial de Ty S estd dado por

T® Sy ey Vtm) = T (01, ooy VE)S (Vkg1y ooy Vi) -

Hay tensores con los que ya estamos familiarizados, por ejemplo, el producto
interno.

Ejemplo 1.2.1. (Producto interno)
Definimos el producto interno (,) en un campo vectorial V' como un 2-tensor T
tal que T

1. Es simétrico, es decir, pata todo v,w € V'

T(v,w) =T (w,v)

2. Es positivo definido
T(w,v)=0<=v=0

La tercera propiedad que siempre se menciona del producto interno, lineal en
cada una de sus entradas, es decir, (av,w) = (v, aw) = a{v, w)viene implicita
del hecho que es un tensor.

Otra operacién que quisiéramos generalizar es el determinante. Esto motiva
la siguiente definicién.

Definicién 1.2.3. (Tensor alternante) Si tenemos un espacio vectorial V,
un k-tensor T se llama alternante si cumple que

T(V1,.- 0oy Uy, U) = =T(V1, 00, V5,0, Vg, e e o, U)

para todo vy, ...,v; € V En otras palabras, cambia de signo si intercambiamos
dos vectores en nuestro tensor y dejamos los demaés fijos. Al conjunto de todos
los k-tensores alternantes se le denomina A*(V'). Una manera de expresarlos es
usando el signo de permutacién o (sgno). Recordemos que sgno es 1 si o es
par y -1 si o es impar. Si T es un k-tensor, definimos Alt(T") como

1
AW(T) (v, o) = o > sgnoT (o, - Vo(k))
" o€eSy

en donde Sy es el conjunto de todas las permutaciones de los nimeros de 1 a k.

Teorema 1.2.1. (Propiedades de los tensores alternantes)
1. Si T es un k-tensor, entonces Alt(T) € A*(V).
2. Siw e A*¥(V), entonces Alt(w) = w.
3. Si T es un k-tensor, entonces Alt(Alt(T)) = Alt(T).
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Las demostraciones pueden encontrarse en el libro Calculus on Manifolds de
Michael Spivak [31)].

Ejemplo 1.2.2. (Determinante)
Sean {v1,...,v,} € R™. Definimos

P(vy,...,v,) :=det{vy,...,v,}.

El determinante es una funcién multilineal definida como det : M at,, x,(R) —
R y cuenta con las siguientes propiedades:

1. det(Id) = 1.
2. det(AB) = det(A) - det(B).

)\Ul (%
3. det = \-det

Un Un

U1 U1

[ Uy
4. det . = —det

Uj V;

“Up U

v1 + v/ U1 v/
5. det = det + det

Un Un Un

Las propiedades 3 y 5 hacen que el determinante sea tensor, pues es lineal en
cada una de sus entradas (en este caso, vectores). Mds atin, la propiedad 4 hace
del determinante un tensor alternante.

Para determinar la dimensién de A¥(V) necesitamos definir un producto
conocido como el producto cuna.

Definicién 1.2.4. (Producto cufa) Sean a € A*(V),3 € AY(V), entonces
definimos el producto cuiia a A 3 € A*+(V) como

(k+1)!

A=

Alt(a ® f).

Teorema 1.2.2. (Propiedades del producto cuna)
Sean o € A¥(V),8 € AL (V),y € A™(V) y sean c,d constantes. Entonces, se
cumple que:

1. (anNB)y=aAy+BAy.
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2. caNB=aNncB=claNp).
3. aNB=(-D*BAa.

4. (@NB)ANy=an(BA7).

5. a(cBANdy)=caNB+daNy.
6. aNa=0.

Teorema 1.2.3. (Dimension de A*(V))
Sea V' un espacio vectorial de dimension n, entonces,

dim(AF(V)) = (Z) = k,(n"ik),

1.3 Variedades

Uno de los objetos que necesitamos entender en geometria diferencial son las
variedades (topoldgicas y difereciables). Una variedad es un espacio que local-
mente se parece a algin R™. Una definicién mas precisa se da més adelante.
Sin embargo, antes tenemos que definir algunos otros conceptos.

1.3.1 Variedades topolégicas

Definicién 1.3.1. (Espacio topolégico) Sea X un conjunto no vacio. Si
tomamos una coleccién 7 de subconjuntos de X, tenemos una topologia si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. El conjunto vacio () y el conjunto mismo X pertenecen a la topologia, es
decir, 0, X € T.

2. La interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Es de-
cir, si Uy, Us, ..., U, son conjuntos abiertos en X, entonces su intersecciéon
UyNUsN...NU, también es un conjunto abierto en X.

3. La unién arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Es decir,
si {Uy} es una coleccién de conjuntos abiertos en X, entonces su unién
U, Ua también es un conjunto abierto en X.

El par (X, T) se llama espacio topoldgico. A los elementos de la topologia los
denominamos abiertos.

Ejemplo 1.3.1. (Espacio topolégico)

Sean X = {a,b,c,d,e, f} vy T = {A,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e, f}}. La
coleccién T cumple con los axiomas de una topologia, por lo tanto, el par (X, 7)
es un espacio topolégico.

Definicién 1.3.2. (Espacio topoldgico de Hausdorff) Un espacio topoldgico
es Hausdorff si para cualquier pareja de puntos a,b € X con a # b, existen U,, Uy,
vecindades de a y b, respectivamente, tal que U, N Uy, = (. (figura [1.1)).
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[ JS]
>

Figure 1.1: Espacio topoldgico de Hausdorff.

Definicién 1.3.3. (Funcién continua) Sean (X1,71)y (X2, 72,) dos espacios
topoldgicos. Una funcién f : X7 — X5 es continua si la preimagen de abiertos
es abierta. En otras palabras, para todo A € T3, tenemos que f~1(A) € ;.

Definicién 1.3.4. (Homeomorfismo) Sean X, Y dos conjuntos. Una funcién
f : X — Y es homeomorfa si es continua y ademds, su inversa en continua.
En otras palabras, f manda abiertos en abiertos y es biyectiva. Esto se denota
como X =Y.

Definicién 1.3.5. (Variedad Topolégica) Es un espacio topolégico de Haus-
dorff M tal que cada punto tiene una vecindad homeomorfa a un abierto de R™.
Una carta de coordenadas es una pareja (U, ¢) si U C M es un conjunto abierto
y ¢ : U — R™ es un homeomorfismo sobre un abierto de R™.

El primer ejemplo de variedad topoldgica no trivial es la esfera S™. La estruc-
tura de variedad diferenciable nos da naturalmente una estructura de variedad
topolégica, debido a que una funcién diferenciable es continua. La estructura
de variedad diferenciable en la esfera a través de la proyeccién estereografica se

desarrolla en el ejemplo

1.3.2 Variedades diferenciables.

Si consideramos un par cartas, (U, ¢), (V, ) y suponemos que sus dominios se
traslapan, U NV # ), entonces podemos construir las transformaciones ¢ o~!
y 1 o ¢~1. Sus dominios y codominios estdn dados por abiertos de R™. Estas
transformaciones son conocidas como transformaciones de cambio de coorde-
nadas.

Definicién 1.3.6. (Compatibilidad) Dos cartas (U, ¢), (V,9) son C* com-
patibles (k =0,1,2,...,00) siy solo si las transformaciones de cambio de coor-
denadas g0t :p(UNV) =R ypodp™:p(UNV) — R” son de clase C*

(Figura[1.3.2)).
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X

dpUNV) YU NV)

Figure 1.2: Compatibilidad de cartas en una variedad diferenciable.

Definicién 1.3.7. (Atlas) Coleccién de cartas cuyos dominios cubren a M™
y son compatibles entre ellas. Un atlas A es de clase C* si sus cartas son C*
compatibles.

Definicién 1.3.8. (Estructura diferenciable) Atlas A en el que si la carta
(U, ¢) es C* compatible con todas las cartas de A, entonces (U, ¢) € A (también
es llamado Atlas mazimal).

Definicién 1.3.9 (Variedad diferenciable). Una pareja (M™, A) donde M™
es un espacio localmente homeomorfo a R™ con base numerable y A es una
estructura diferenciable de clase C en M™ se llama variedad diferenciable.

Ejemplo 1.3.2. (Abierto de R")

Un abierto de R™ es una variedad diferenciable. Suponga que U C R" es abierto.
Ahora, suponga la estructura diferenciable (U, I), donde I es la transformacién
identidad. Evidentemente, U es homeomorfo a R™ y I es una estructura dife-
renciable, por lo tanto, la pareja (U, I) es una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.3.3. (Matrices)
El conjunto de matrices m x n con entradas reales pueden identificarse con R™.
Con esta identificacién, las matrices son una variedad diferenciable.

Ejemplo 1.3.4. (Estructura diferenciable de S™)

Sean el conjunto S® = {x € R"*! : |z| = 1}. Consideremos las proyecciones
estereograficas desde los polos ay : S™ — {p+} — R", donde p+ = (0, ...,0,£1),
entonces el atlas dado por

{S" —{p+},aq), 8" = {p-},a-)}

determina una estructura diferenciable en S™. (Figura [1.3)).
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p+ (Polo norte)

R’n

Figure 1.3: Proyeccion estereografica.

1.3.3 Espacio tangente

Definicién 1.3.10. (Curvas equivalentes) Sea M una variedad, p € M y
sean a, 3 : (—e,e) = M dos curvas diferenciables en M tales que a(0) = 3(0) =
p, entonces, « y 8 con compatibles si y solo si para alguna carta (U, ¢) de una
vecindad de p se tiene que (¢ o )’ (0) = (¢ 0 8)'(0).

Este concepto no depende de la carta que elijamos y es tutil porque define
una relacién de equivalencia entre curvas. A partir de aqui, podemos construir
una primera definicién de vector tangente. Denotamos como [a] a la clase de
equivalencia de una curva « : (—¢,€) — M, y la llamamos vector tangente a o en
p. Con este concepto, podemos dar una primera definicién de espacio tangente.
El espacio tangente a una variedad en el punto p, denotado como T,M, es el
conjunto de clases de equivalencias de curvas

T,M = {[o]la: (=€¢,€) = M,a(0) = p}.

Esta definicién tiene mucho sentido geométricamente. No obstante, a pesar de
ser posible, es bastante complicado darle estructura de espacio vectorial. Otro
enfoque para la definicién de espacio tangente T, M usa el hecho que podemos
calcular la derivada direccional de una funcién f en direccién de un vector v.
Mas precisamente, si U C R™ abierto, f : U — R una funcién diferenciable en
un punto p € U y v € R", entonces

o(f) = dfp(v) = {gradf(p),v) = Y Dif (p)oi-
i=1

De la teoria del cédlculo, esta derivada direccional es un operador lineal y cumple
la regla del producto de Leibnitz. Con esto, ya podemos definir vector tangente
y espacio tangente.
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Definicién 1.3.11. (Vector y espacio tangente) Sea M una variedad y
p € M. Un vector tangente a M en p es un operador lineal v : G,M — R que
satisface la regla de Leibnitz. En otras palabras, para todo f,g € C*° y ¢ € R
se cumplen

1. Linealidad
o([f + cg]) = o[(f)] + cvl(g)]

2. Regla de Leibniz
v([fg]) = f(p)v(lg]) + g(p)v([f])-

El espacio tangente a M en p se denomina T, M y es el conjunto de vectores
tangentes a M en p. En palabras simples, nuestra definicién de espacio tangente
nos dice que a cada punto p € M le asociamos un espacio vectorial. La ventaja
de esta definicién es que T, M tiene estructura de espacio vectorial.

Al tener T, M estructura de espacio vectorial, es natural preguntarnos por
su dimensién y cudl podria ser una base para dicho espacio. Sobre este aspecto,
tenemos el siguiente teorema;

Teorema 1.3.1. Considerando una carta (U, ¢) con p € U y siendo u; las
funciones de coordenadas cartesianas en R™, escribimos x; = u; o ¢. Definimos

<3) :GpM =R
(9l‘i p

0 9 .
(m)p“fl) = 5 (Fo0™)(60))

donde 0/0u; es la derivada parcial de una funcién con respecto a la i-ésima
variable en R™. Entonces,

Como corolario, sabemos que si p € M con M una variedad diferenciable,
entonces la dimensién de T, M es la misma que la de M.

es una base de T, M.

Definicién 1.3.12. (Haz tangente) Si tenemos una variedad M", el haz tan-
gente a M es la unién de todos los espacios tangentes a M en cada punto p € M
y lo denotamos como T'M. Matematicamente,

™ = | T,M.
peEM

El haz tangente es una variedad y su dimension es 2n



18

Definicién 1.3.13. (Diferencial) Sean M, N variedades y sea f € C*°(M, N).
La diferencial de f en un punto p € M se denota con un asterisco .. Esta se
define como

f*p : TPM — Tf(p)N

Fep(@)([9]) = v([g o f])
donde v € T, M, [g] € Gy, N.

1.3.4 Campos vectoriales

Ahora, podemos definir de manera mas certera los campos vectoriales. Es vital
tener este concepto claro ya que de ahi podemos empezar a construir herramien-
tas para hacer calculo en nuestras variedades.

Definicién 1.3.14. (Campo vectorial) Sea M una variedad diferenciable,
TM su haz tangente, p € M, v € T : pM y 7 la transformacion de proyeccion, es
decir, 7 : TM — M y w(v) = p. Un campo vectorial en M es una transformacién
X : M — TM tal que mo X es la identidad en M, es decir, X (P) € T, M para
todo p € M.

Figure 1.4: Un campo vectorial en M.

Si tenemos una carta (U, ¢) con U C M, llamamos u; a las funciones coorde-
nadas en R” y, ademés, x; = u;0¢, entonces, usando el teoremall.3.11} podemos
escribir X como

X) = Y X)) wev
6@ P

=1

Sea X : M — T'M una transformacién tal que m o X es la identidad en M
y consideramos la expresién anterior para X (p). Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X es diferenciable.

2. Las funciones X ([z;]) son diferenciables.
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3. Para cada funcién f : M — R diferenciable, la funcién X (f) dada por
X(f)(p) = X(p)(f) es diferenciable.

1.4 Formas diferenciales

Las formas diferenciales son una de las herramientas clave para construir todo
el calculo en variedades. Gracias a ellas, podremos escribir de manera muy
conveniente teoremas importantes del calculo vectorial e, incluso, reescribir de
forma mas compacta las ecuaciones de Maxwell.

Definicién 1.4.1. (Forma diferencial) Si consideramos una funcién w con
w(p) € Ak(]Rg) podemos escribir una k — forma en R™ o forma diferencial
usando el producto cufia definido anteriormente (definicién [1.2.4)) como

w(p) = ‘ Z ' Wiy« - yig (p> : [¢l1<p)/\/\¢lk]<p)

donde ¢;,(p), ..., ¢ (p) es la base dual de (e1)p,...,(en)p. Si las funciones
Wi, - - -4, son continuas o diferenciables, la forma w también lo es. Una funcién
f es considerada una 0 — forma. Otra manera de escribir las k — formas w es

w = g Wiy s« vy AT N - Ada™®
i1 < <ip

en donde dz!(p),...,dz"(p) es la base dual de (e1),, ..., (en)p-

En estricta teoria, las formas son secciones de la segunda potencia exterior
del espacio tangente.

Definicién 1.4.2. (Derivada exterior) La derivada exterior es un operador
que toma una k — forma y regresa una k + 1 — forma. En otras palabras, si
tenemos una forma w escrita como

w= Z wil,...,,;kdxil/\-u/\dxi’“

i1<"'<ik

entonces, definimos la k + 1 — forma dw como

dw = Z dwiy . i, AT A - Ada'e

iy <o <lidg
Teorema 1.4.1. (Propiedades de la derivada exterior)
1. Siw es una k — forma yn unal — forma d(w +1n) = dw + dn.

2. Stw es una k— forma yn unal— forma, entonces, d(w An) = dwAn+
(—=D)kw An.

3. d(dw) = 0. En otra notacion, d*> = 0.
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Ejemplo 1.4.1. Sea 7 la forma 7 = 5sin(ry)ds — 32%ydy. Encuentre dn.

dn = d(5sin(zy)dx — 32%ydy) = d(5sin(zy)dz) — d(3zydy)

dn = (,%5 sin(zy)dx Adx — %Snydas/\dy—F %5 sin(xy)dy Adx — (%31‘2ydy/\dy.

Todos los términos que son un producto cuna por si mismo son cero por las
propiedades Ahora, hacemos las derivadas.

dn = —6zydzx A dy + 5x cos(xy)dy A dz.
Usamos las propiedades de antisimetria del producto cuna.
dn = —(6zy + 5z cos(zy))(dz A dy)

Definicién 1.4.3. (Pullback) Sea f : R” — R™ una funcién suave y sea w
una k-forma diferencial en R™. El pullback de w por f denotado como f*w es
una k — forma diferencial en R™ definida por:

frw=wof

Teorema 1.4.2. (Propiedades del pullback) Sea f : R — R™ diferenciable,
a y b escalares, w,n k-formas diferenciales en R™ y & una I-forma en R™.
Entonces, el pullback cumple que:

o f*law+bn) =af*w+bf*n.
o [flwAg) = (ffwnfrE).
o F(dw) = d(f'w).

Ejemplo 1.4.2. (Ejemplo de pullback)
Sea g : R? — R? dado por g(z,y,2) = (u =x+y,v = 22—y, w = zy) y sea
n = vdu — udv + dwdw. Calcule g*(n).

g () =nog= (2" —y*)d(z +y) — (x+y)d(z® — y*) + dayd(zy)

= (¢ — y®)(dz + dy) — (x + y)(d(2?) — d(y°)) + zyd(zy)
= (4zy? + 2zy — 22 — y¥)dz + (22 + y? + 2y + 42°y)dy.

1.4.1 Integracién en variedades

Definicién 1.4.4. (n-cubo singular) Un n-cubo singular en M es una funcién
diferenciable ¢ : [0,1]* — M (aquf [0,1]* denota el producto [0,1] x --- x [0,1]
). Si w es una k-forma en M, entonces c*w = gdx' A --- A dz¥ y definimos

[ o= et
c [0,1]% [0,1]%

un 1-cubo singular es llamado generalmente una curva.
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Definicién 1.4.5. (Cadenas) Una k-cadena en M es una combinacién entera
. k
de k-cubos singulares ¢ = >, a;c;, a; € Z.

Teorema 1.4.3. Si ¢ es una k-cadena en M, entonces (0c) = 0. Aqui el
stmbolo O denota la frontera de la k-cadena, mds precisamente

de= Y (-1)*a.

i=1,a=0,1

Cabe sefialar las similitudes entre 0 y d. La caracteristica de que 9% = 0
y d? = 0 sugiere que hay una conexién entre cadenas y formas. Esta relacién
se establece por medio una integracién de formas sobre cadenas: el teorema de
Stokes.

Teorema 1.4.4. (Stokes) Si w es una (k-1)-forma en un conjunto abierto
A CR"™ yc es una k-cadena en A, entonces

/dw:/ w.
c dc

Este teorema es a veces llamado el teorema fundamental del cdlculo en di-
mensiones superiores. Si k= 1,c = I', es simplemente el teorema fundamental
del cdlculo.

Este teorema también se puede formular para variedades.

Teorema 1.4.5. (Teorema de Stokes para variedades) Sea M una varie-
dad k-dimensional orientada compacta con frontera y sea w una (k-1) forma en

M, entonces,
/ dw:/ w.
M oM

Este teorema es de vital importancia en la fisica matematica. En él estan
englobados los teoremas més importantes del cdlculo vectorial: el homénimo
teorema de Stokes, el teorema de Green y el teorema de divergencia de Gauss.

Ejemplo 1.4.3. (Teorema de Gauss con formas)

En este ejemplo veremos que el teorema de divergencia de Gauss en un caso
particular del teorema generalizado de Stokes. Cabe senalar que este ejercicio
también se puede hacer para el teorema de Green y el otro teorema de Stokes.

Sea w = Fidy A dz + Fodz A dx + Fzdx A dz. Entonces, usando teorema de
Stokes generalizado:

/ wz/dwz d(Fydy A dz + Fodz A dx + Fzdx A dz)
90 Q 90

= @daj/\dy/\dz—l-%
q Oz dy

3F1 6F2 8F3 _
/(%+8—y+¥)dz/\dy/\dz—/ﬂv Fdv

oF,

dy Ndz ANdz +
0z

dz Ndx N\ dy
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Una forma clara de ver la relacion entre todo lo estudiado hasta el momento
y el calculo estd en el siguiente diagrama (suponiendo que estamos en R?).

grad rot div
F F

S

S

S
>

f w U

~

(dx ANdy A dz)

Figure 1.5: Diagrama de las operaciones de calculo vectorial con formas.

En el diagrama f es una funcién, F es un campo vectorial con compo-
nentes (Fy, Fy, F3), w una 1-forma (w = Fidx + Fody + Fs3dz) y n una 2-forma
(n = Fidy Ndz + Fadz Adx + Fsdx Ady). A cada una de los productos cuia en
w y n podemos relacionarla a una coordenada de R3.

dx, dy Ndz corresponden a la coordenada .
dy, dz Ndx  corresponden a la coordenada y.
dz, dr ANdy corresponden a la coordenada  z.

Donde las identificaciones de las dos formas se hacen a través del operador
de Hodge, del que hablaremos més adelante. También, recordando que d? = 0,
tenemos que, equivalentemente, rot(grad) = 0 = div(rot).



Chapter 2

Geometria Riemanniana

En este momento ya contamos con herramientas matematicas poderosas que
nos ayudaran a profundizar en la teoria de la relatividad. Sin embargo, antes de
adentrarnos en dicha rama, tenemos que construir las matematicas en las que
las ecuaciones de Einstein estdn escritas. Dichos fundamentos estan dados por
la geometria Riemanniana. Gracias a la geometria Riemanniana podemos gene-
ralizar conceptos fisicos de suma importancia para describir el espacio-tiempo.
Este capitulo esta disefiado para describir lo que necesitaremos en el capitulo 3]

Primeramente, en la seccién [2.1] hablamos del concepto de métrica, lo que
nos ayudard a entender las isometrias. Posteriormente, en la seccion discu-
timos sobre las conexiones de una variedad, la derivada covariante, los Simbolos
de Christoffel, la torsién y el Lema fundamental de la geometria Riemanniana,
de donde sale la conexién de Levi-Civita y la férmula de Koszul. En la seccién
[2:3] definimos, explicamos la importancia y damos ejemplos de geodésicas. Para
continuar, en la seccién desglosaremos el concepto de curvatura y resolvere-
mos un ejemplo en donde calculamos las curvaturas descritas. En la seccién 2.5
mencionamos brevemente a los Campos de Jacobi. Finalmente, en la seccién
mostramos uno de las aplicaciones mas cldsicas de las formas diferenciales
a la fisica.

2.1 Meétricas

Definicién 2.1.1. (Métrica Riemanniana) Una métrica Riemanniana en
una variedad suave M es un campo 2-tensorial g € T?(M) que es simétrico y
positivo definido. En otras palabras, g(X,Y) = ¢g(Y, X) y g(X, X) > 0si X # 0.
Una métrica Riemanniana define un producto interno en cada espacio tangente
de T, M, que se suele escribir (X,Y) := ¢(X,Y) para X,Y € T,M.

Nota: Una variedad con una métrica Riemanniana dada se conoce como
variedad Riemanniana.

Ejemplo 2.1.1. (Métricas en R"™)

23



24

Una métrica en R™ se puede definir a través de una matriz simétrica donde
las entradas dependen del punto. Es decir, podemos pensar a g = (g;;), con
ciertas condiciones para que sea positiva definida. En términos de tensores la
métrica esta dada por

n
g= Zgljdl‘zdzfj
i=1
Ejemplo 2.1.2. (Métrica euclidiana)
R™ es una variedad Riemanniana. La métrica euclidiana estd dada por

g= Z da'dx’ = z:(dxi)2 = §;jdx'da’.
i=1

i=1
La representacion matricial de esta métrica es g;; = d;;.

Ejemplo 2.1.3. (Plano hiperbdlico)
En H={(z,y) | y >0} podemos definir la métrica dada por

g ( 1/Oy2 1/0y2 )

que en términos de tensores se escribe como
dz? + dy?
9=—"35 -
Y
Esta es la llamada métrica hiperbdlica.

Definicién 2.1.2. (Métrica pseudo-Riemanniana) Una métrica pseudo-
Riemanniana (también conocida como semi-Riemanniana) en una variedad M
es campo 2-tensorial simétrico g no degenerado en cada punto p € M. Es decir,
9(X,Y) =0 paratodo Y € T, M siy solosi X =0. Toda métrica Riemanniana
es pseudo-Riemanniana, pero no necesariamente son positivas.

Dada una métrica pseudo-Riemanniana ¢ y un punto p € M, podemos cons-
truir una base F1, ..., E, para T,M en donde g sea la expresién

9= (81 == (P (O 4 (0"

para enteros 0 < r < n. El nimero r es el indice de g.

Ejemplo 2.1.4. (Métrica de Minkowski)

Una Métrica de Lorentz son métricas pseudo-Riemannianas de indice 1. La
métrica de Lorentz més importante es la métrica de Minkowski. Esta tltima
métrica en R” se escribe en términos de coordenadas (x!,...,x™,7) como

m = (dx")? + - + (dx")* - (d7)*.

El caso particular en R* es indispensable en la teorfa especial de relatividad de
Einstein.
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Definicién 2.1.3. (Isometria) Sean (M, g) y (N, h) variedades Riemannianas.
Un difeomorfismo ¢ de M a N se llama isometria si ¢*h = g. Esto es equivalente
a decir

9(X,Y) = h(9+(X), 9+ (Y)) := h(D(X), DH(Y)).
La composicién de isometrias y la inversa de una isometria son también isometrias.

Ejemplo 2.1.5. (Isometrias en el espacio hiperbdélico)
Sea h la métrica hiperbdlica de la mitad superior en R? dada por

_ dx? + dy?
y o
Comprobar que las siguientes transformaciones son isometrias de dicho espacio:
1. Th(z,y) = (z + a.y).
2. To(z,y) = (Az, Ay).
3. T(z) = —1 donde z = z + iy.
Comprobemos primero para T}

d(z+a)? +d(y)?  da? + dy?

d:c2 + dyz) _ dT1 (.T)z + dT1 (y)2

ﬁ@ﬁ( :

Ty (y)? B y? y>

Es similar para T5:

dz? + dy2) _dTy(x)? + dT(y)?

730) =15 (% o

Cd(Ax)? +d(\y)? Ada? +dy?)  da? 4 dy?

(Ay)? Ay? y?
Para T3 los cédlculos son un poco més complejos, pero también se puede
demostrar. Primero, hay que hacer la conversién de T5 = %1 a nuestras coor-

denadas (z,y). Usando productos notables y separando la parte real de la
imaginaria, nos damos cuenta que T3 es equivalente a T3 = (ﬁ, ﬁ) .
Por lo tanto,

() ()

2
Y
(I2+y2)

Se procede a hacer la derivada exterior, elevar al cuadrado, se cancelan varios
términos y se llega a que si es isometria.

T3 (9) =

Definicién 2.1.4. (Grupo de Poincaré) El grupo de Poincaré es el grupo
de isometrias en el espacio-tiempo de Minkowski. Este grupo contiene 10 trans-
formaciones: 4 traslaciones (3 espaciales y 1 temporal), 3 reflexiones por un
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plano y 3 boost de Lorentz (una por cada dimensién espacial). Analicemos més
a fondo esta definicién. Una traslacién de un vector u = (o, Zo, Yo, 20) POr un
vector v = (t1,21,¥y1, 21) se puede escribir como

T,(u) =u+wv.

Si tomamos como referencia la métrica para el caso R* y hacemos el pull-
back, comprobaremos facilmente que es isometria. Ahora queremos demostrar
que el grupo de Lorentz también es isometria del espacio-tiempo de Minkowski.
Para ello, recordemos que el grupo de Lorentz estd definico como

O(1,3) = {A € Maty,4(R)|ATJA = J}

donde
-1 0 00
0 1 0 0
J = 0 0 1 0
0 0 0 1
Queremos comprobar que la transformacién dada por T'(v) = Av con A €

O(3,1) es isometria. Para ello, primero reescribimos esta transformacién més
explicitamente

a11t + @122 + a13y + a142
a21t + agex + a3y + G242
az1t + azex + agzy + azqz
a41t + agox + a43y + aq4z

a1 a2 G13 ai4
T(v) — Ay = Ga21 Q22 Q23 0A24
asz1 a3z a3z as4
aq1 Q42 Q43 Q44

SIS

Hacemos el pullback de la transformacion
T*(g) = —d(T*(t))* + d(T*(2))* + d(T"(y))* + d(T*(2))*

= —d(a11t + a197 + a13y + a142)® + - -+ + d(asit + agox + as3y + assz)?.

Si desarrollamos esta derivada exterior nos daremos cuenta que las cuentas son
muy largas. Para ahorrar espacio, cambiaremos un poco la notacién. Ahora,

1 =t,xy = x,x3 = y,x4 = z. Con esto, podemos escribir nuestro resultado
como

4 4 4 4 4
T"(9) = Z (Z ajid$i> ® (Z ajkd$k> - (Z audxi) ® Zaljda:j
k=1 i=1 j=1

j=2 \i=2

4 /4
= (—af; + a3y + a3, + afy)dry @ dry + Z (Z ag; — a%i) drj @ d;

j=2 \i=2
4 4
+ Z Z ajiajk — a1;a1% | dv; ® dag.
i#k \j=2

El lector puede verificarlo con mas calma y hacer las sumas més explicitamente
si lo desea.
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2.2 Conexiones y derivada covariante

Definicién 2.2.1. (Conexidén) Sea m : E — M un haz vectorial sobre una
variedad M y sea I'(E) el espacio de secciones suaves de E. Una conexidn en

FE es un mapa
V:T(M)xT'(F)—T(E)

escrito como (X,Y) — VxY que satisface:
1. C°°(M) lineal en X
Vixi+9x.Y = fVx,Y +¢Vx,Y.
2. R lineal en Y
Vx(aY1 +bYs) =aVxY; + bVxYo.
3. Regla del producto (Leibniz)
Vx(fY)=fVxY + (X[)Y.

El simbolo V se lee del y a VxY se le llama derivada covariante de Y en
direccion X (Figura[2.1)).

Figure 2.1: Interpretacion de VxY.

Definicién 2.2.2. (Conexién lineal) Una conexidn lineal en M es una conexién
en T M, es decir,
V:TM)xT(M)—=TM).

Esta conexién cumple, evidentemente, con todas las propiedades de la definicion

22T

Definicién 2.2.3. (Simbolos de Christoffel) Sea {F;} un marco local para
T, M en un subconjunto abierto U C M. Podemos expandir Vg, F; como:

Vg, E; =T Ey.
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La conexién queda entonces definida por n? funciones I‘fj definidas en U. Dichas
funciones son llamadas Simbolos de Christoffel.

Teorema 2.2.1. Sea V una conexion lineal y sean X,Y € T(U). Podemos
expresar X,Y en términos de un marco local como X = X'E;)Y = YiEj.
FEntonces,
VxY = (XY* + X'YIT})Ey.

Un caso particular de interés se da cuando E; = 0;. En este caso, de tiene

que
VxY = (X'0;,Y* + X'YIT},)0y.

Definicién 2.2.4. (Campo vectorial extendible) Un campo vectorial V a
lo largo de una curva v : I — M se conoce como extendible si existe un campo
vectorial W en una vecindad de la imagen de v que cumple que para todo t €
I,V (t) = W,). No todo campo vectorial a lo largo de una curva es extendible.
Por ejemplo, si y(t1) = v(t2), pero sus derivadas respecto a la variable t no son
iguales (usando una notacién cldsica en mecdnica, ¥(t1) # ¥(t2)) entonces 4 no
es extendible.

Definicién 2.2.5. (Derivada covariante) Sea V una conexién en M y v una
curva T (). Si T es el conjunto de campos diferenciables definidos a lo largo de
v, entonces, para cada curva «y, V define un operador tnico

Dr:T(v) = T()
que satisface las siguientes propiedades:
1. Es lineal sobre R. Si a,b € R
Dy(aV + bW) = aD,V + bD,W.

2. Regla del producto. Para f € C*°(I)
Dy(fV) = fV + fD,V.

3. Si V es extendible, entonces para toda extension W de V,

Para todo V € T, D,V se llama derivada covariante de V a lo largo de ~y.

Nota: una notacién altetrnativa de la derivada covariante es 2

i
Definicién 2.2.6. (Torsién)
El tensor de torsion de una conexion lineal es un campo (f) tensorial
7:T(M) x T(m) — T(m) definido por

7(X,Y)=VxY — Vy X — [X,Y].

Una conexién nabla se denomina simétrica si la torsion es igual a cero. Es
decir, si

VxY —VyX = [X,Y].



29

Teorema 2.2.2. (Lemma fundamental de la geometria Riemanniana)

Sea (M, g) una variedad Riemanniana o pseudo-Riemanniana. Existe una
unica conexion lineal V en M, llamada conexion de Levi-Civita, que es com-
patible con la métrica y es libre de torsion (simétrica, definicion . Que
sea compatible con la métrica significa que para cualesquiera campos vectoriales
XY, Z, se cumple que:

Vx(Y,Z) =(VxY,Z) +(Y,Vx Z).

Es decir, V, = 0.

Demostracion
Si V es simétrica y compatible con la métrica, entonces, para X,Y,Z €
T (M) tenemos que:

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y, VxZ)
Y{(Z,X)=(VyZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,)Y)y=(VzX,Y)+ (X, VzY).
Usamos la condicién de simetria y tenemos que:
XY, Z)=(VxY,Z)+ (Y,V;X)+ (Y, [X, Z])
Y(Z,X)=(VyvZ,X)+{Z,VxY)+(Z]Y,X])
Z(X)Y)=(VzX,Y)+ (X, Vv Z) +(X,[Z,Y]).

Si sumamos las primeras dos igualdades y restamos la tercera, entonces,
XY, 2)+Y (2, X)-Z(X,Y) = 2VxY, Z)+(Y, [X, Z])+(Z, [V, X])= (X, [Z,Y]).
De aqui, obtenemos la formula de Koszul:

VXY, Z) = X{Y, 2)+Y (2, X)= Z(X,Y)~ (Y, [X, Z))~(Z,[Y, X))~ (X, [Z,Y))

La formula de Koszul es muy 1til porque nos da una expresion para calcular
los simbolos de Christoffel. Para ello, consideremos 0;,09;,0, como nuestros
campos vectoriales. Ademds, usando el hecho de que [9,, 0] = 0, tenemos que:

2(V5,0;,01) = 0;(0;,01) + 0;(0, 0;) — 01(0;, 9;).
Ahora, usamos la definicién de los coeficientes de la métrica (definicién|2.1.1)
y la de los simbolos de Christoffel (definicién [2.2.3)) para obtener:
1
L3 gm = 3 (0igji + 0jg9i — O1gij) -

Finalmente, multiplicamos ambos lados por la matriz inversa ¢'* y usamos que
Gmig'* = 67’31. Entonces, la expresién que buscamos es:

1
F?j = 59“ (0igji + 059a — Digij) - (2.1)

De la ecuacién anterior, podemos notar facilmente que I'j; = I'%;.
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2.3 Geodésicas

Queremos encontrar una definicién para curvas que sean el equivalente a lineas
rectas en R™. Para evitar inconsistencias cuando hagamos cambios de coorde-
nadas, usaremos toda la maquinaria introducida en el capitulo para definir un
nuevo concepto: la geodésica.

Definicién 2.3.1. (Geodésica) Sea M una variedad con una conexién lineal
V y sea v una curva en M. La aceleracion de v es el campo vectorial D;¥ a lo
largo de . Una curva « es una geodésica respecto a V si su aceleracién es nula.
En otras palabras, D;y = 0.

Teorema 2.3.1. Sea v : I — M una curva cuya imagen estd contenida en el
dominio de una carta (U, @) con coordenadas z;. Entonces, v es una geodésica
si y solo si

" dx; dzj d2xy,
diodt Y e

—0. (2.2)

©)=

Teorema 2.3.2. (Existencia y unicidad de geodésicas). Sea M una va-
riedad con una conexion lineal. Para todo p € M, todo V € T,M y cualquier
to € R, existe un unico intervalo abierto I C R conteniendo a t : 0 y una
geodésica v : I — M que satisface y(to) = p,¥(to) = V. Cualesquiera dos
geodésicass concuerdan en su dominio en comun.

Demostracién: Elijamos coordenadas (z;)n en una vecindad U de p. Del
teorema [2.3.1] sabemos que la geodésica debe cumplir la ecuacién 2.2} Real-
mente, esta expresién es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para
las funciones x?(t). A continuacién, introducimos las variables auxiliares v = i'i
para obtener las siguientes ecuaciones:

ik =k (t)

o = o' (0! (T (())

La existencia y la unicidad son consecuencia directa de los teoremas para ecua-
ciones diferenciales ordinarias.

Definicién 2.3.2. (Totalmente geodésico) Una subvariedad N C M es to-
talmente geodésica si para toda geodésica v en M tal que v(0) € N y +'(0) €
T, )N, 7 estd totalmente contenida en N.

Ejemplo 2.3.1. (Geodésicas en el espacio euclidiano).

Gracias a las definiciones anteriores podemos comprobar que las geodésicas
en el espacio plano son lineas rectas. Si estamos en R™ con la métrica euclidiana
(ejemplo, entonces todos los simbolos de Christoffel son cero porque todos
los coeficientes de la métrica con constantes y se anulan al derivarlos (ecuacién
2.1). Por lo tanto, usando la ecuacién y resolviéndola para este caso
particular, obtenemos ecuaciones de lineas rectas, como era esperado.
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Ejemplo 2.3.2. (Geodésicas en el espacio hiperbdlico).

Ahora, consideremos el modelo del ejemplo[2.1.3] Calcularemos sus geodésicas
e interpretaremos los resultados. Primero, usamos la ecuacion en nuestra
métrica (Ejemplo . Como estamos usando la convencién de suma de Ein-
stein, realmente la ecuacién 2.1 es un suma que corre por el indice [. Escribire-
mos explicitamente uno de los simbolos, pero los demés se calculan de la misma
manera;

(911(3y911 + 0zg12 — 0z g12) + 912(3y921 + 02922 — 3y912)) =...

7y2 -2\ -1
2 \y) oy

El resto de los Simbolos de Christoffel son:

DN | =

1 _ 1l
1_‘12*1—‘21*

Fh = F%2 = F%Q = Fgl =
1
F%l =

-1
F%z = 1—%1 = ng =

Ahora, usamos la ecuacién para obtener las ecuaciones que definiran las
geodésicas:

d?z  2dxdy B
dt2  ydt dt
dy 1\ (dy)'
de2 oy |\ dt dt -
Para resolver este sistema de ecuaciones, consideramos la funcién % En

ella, insertamos la parte izquierda de nuestras ecuaciones geodésicas. Este se
puede hacer porque son iguales a cero:

1 2
,y2<9'c<ij+x2—y2>—y<i—5cy')> —0
@ y y

Manipulando un poco esta ecuacion se puede llegar a que
d [ZUQ

T

= 0.
T +x}

Por lo tanto, % + x es igual a una constante, nombrémosle, C. Si esta nueva
igualdad la multiplicamos por & e integramos, obtenemos lo siguiente:

£+I:C’
&
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/ (yy + wi)dt = / Cidt

1
§(y2+x2) =Cz+A

en donde A es simplemente la constante de integracién. De aqui, facilmente
podemos verificar que

2? +y? —ar =b.

Esta tdltima ecuacién es la ecuacién geodésica para el plano hiperbdlico. Notese
que son circunferencias que cortan en 90° el eje z (Figura ).

Y

Figure 2.2: Geodésicas en el plano hiperbdlico.

2.4 Curvatura

Ya solo nos falta un ultimo ingrediente antes de adentrarnos en la relatividad.
Para ello, tenemos que definir de manera formal la curvatura una variedad M.
De manera intuitiva, sabemos que un circulo es curvo y una linea recta no lo
es. Sabemos, ademds, que un circulo pequeno es mas curvo que un grande. Sin
embargo es mas complicado precisar qué tan més curvo es un circulo de radio 3
comparado con uno de radio 5. Nuestro problema empeora si también contamos
otras superficies e intentamos compararlas entre ellas. Nuestro objetivo en esta
seccién es definir una cantidad que nos indique qué tan curvo es un objeto.

2.4.1 Curvatura Gaussiana

Comenzemos estudiando el caso particular de una superficie vista como la grafica
de una funcién f con valores reales, es decir,

S ={(z,y,2)|z = f(z,y)}.
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Recordemos ademas la matriz hessiana estudiada en calculo:

fya: fyy .
Como la matriz es simétrica, sus valores propios A1, Ay son reales.

Definicién 2.4.1. (Curvatura gaussiana) Los valores propios A1, Ay de la
matriz hessiana de f sobre un punto critico (zg, yo) se llaman Curvaturas prin-
cipales de S en el punto (g, Yo, 20). El producto de A1, A2 se denomina curvatura
gaussiana.

K(fﬂo,yo,Z()) = >\1)‘2~ (23)
Mas aun, al promedio de A1, A2 se le conoce como curvatura media.
Podemos generalizar mas este concepto.

Teorema 2.4.1. La curvatura gaussiana K de una superficie S en un punto
p € S es igual al cociente del determinante de la sequnda forma fundamental
entre el determinante de la primera forma fundamental:

det B eg — f? eg — f?
K(p) = = = 2.4
) det G EG—F?  g11922 — 912 24
recordando que e = —(N,puu),g = —(N, oyv),f = —(N, puv) ¥y que gi; son

simplemente los coeficientes de la métrica.

Teorema 2.4.2. (Egregio de Gauss) La curvatura gaussiana de una super-
ficie es invariante bajo isometrias locales. Es decir, dos superficies que son
localmente isométricas tienen la misma curvatura.

Como corolario del teorema anterior, no se puede construir ningin mapa de
la Tierra que preserve de forma isométrica una regién de la Tierra; la esfera y
el plano tienen diferente curvatura.

2.4.2 Tensor de curvatura

Definicién 2.4.2. (Endomorfismo de curvatura)
Sea M una variedad Riemanniana. Entonces. el endomorfismo de curvatura
Riemanniana es el mapa R: T (M) x T(M) x T(M) — T (M) definido por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z.
Este endomorfismo es un campo tensorial de tipo (i’) .

Definicién 2.4.3. (Tensor de curvatura de Riemman)
El tensor de curvatura de Riemman es un campo 4 tensorial covariante
definido por:
R(X,Y,Z, W) =(R(X,Y)Z,W)

y en coordenadas se escribe como
R = Rijpda’ ® da’ @ da* @ dxt

donde Rijkl = glmR;?k~
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Teorema 2.4.3. El tensor de curvatura tiene las siguientes propiedades de
simetria:

1. R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)

2. R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,Z2)

3. R(X,Y,Z,W)=—R(Z,W,X,Y)
)

4. R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z,X,Y,W) =0

La propiedad nimero[]] es conocida como Primera identidad de Bianchi o también
como identidad de Bianchi algebraica.

2.4.3 Tensor de Ricci y curvatura escalar

Trabajar con 4-tensores es bastante engorroso. Por ello, es mas conveniente
trabajar con tensores de menor grado que tengan un resumen de la informacién
del tensor de curvatura. Esta funcién la cumple el tensor de Ricci.

Definicién 2.4.4. (Tensor de Ricci) El tensor de Ricci es un campo co-
variante 2-tensorial definido como la traza del endomorfismo de curvatura en su
primer y ultimo indice. Suele denotarse por Ric o por Re. Visto por compo-
nentes es

RiCij = RZ” = gkakijm' (25)
Definicién 2.4.5. (Curvatura escalar)

La curvatura escalar es la funcién S es definida como la traza del tensor de
Ricci.

S :=tryRic = R} = g" Ric;; (2.6)
Definicién 2.4.6. (Curvatura seccional) Sea M una n-variedad Riemanni-
ana y sea p € M. Si Il es un subespacio 2-dimensional de T,M y V C T,M es
una vecindad en la que exp, es un difeomorfismo. Entonces, St := exp,(IIUV)
es una subvariedad 2-dimensional de M que contiene a p llamado plano seccional
determinado por II (figura[2.3).

Notese que Sy es solo el conjunto trazado por las geodésicas cuyos vectores
tangentes iniciales se encuentran en II. Definimos la curvatura seccional de M
asociada a II, denotada por K (IT) como la curvatura gaussiana (teorema [2.4.1)
de la superficie Sty en P con la métrica inducida. Si (X,Y") es una base para II,
también podemos usar la notacién K(X,Y") para K(II).

Si (X,Y) es una base para un 2-plano II C T, M, entonces,

R(X,Y,Y,X)
XY —(X,Y)*

K(X,Y) = (2.7)

Teorema 2.4.4. (Identidad contraida de Bianchi) Las derivadas cova-
riantes del Ricci y la curvatura escalar satisfacen la siguiente identidad:

1
divRic = §VS
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Figure 2.3: Plano seccional

Figure 2.4: Representacion del toro. Recuperado de [TikZBlog

o visto por componentes,
1

Ry, = 55 i
Ejemplo 2.4.1. (Curvatura de un toro). Consideremos el toro en R? con
la siguiente parametrizacién (figura [2.4)
x = (a+ bcosu)cosv

y = (a+ bcosu)sinv
z=bsinu
y calculemos su curvatura gaussiana, los elementos de su tensor de curvatura,
su curvatura de Ricci y su curvatura escalar.
Curvatura gaussiana

Este es un procedimiento bastante largo. No haremos explicitamente todos
los pasos pero si explicaremos cémo llegar al resultado (en caso de que el


https://latexdraw.com/how-to-draw-a-torus-in-latex-using-tikz/
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lector quiera corroborar haciendo sus propios cdlculos). Primero, calculamos
Py Doy N, Quus Yoo ¥ Pup- Con estos vectores, podemos hacer todo los produc-
tos internos necesarios para sustituir en la ecuacién 2.4 Finalmente, obtenemos

que
COs v

b(a + bcosv)

Tensor de curvatura

Escribiremos explicitamente solo uno de los componentes no nulos del tensor
de Riemman para ejemplificar como se calcula. Antes que nada, debemos de
calcular los simbolos de Chritoffel. En este caso, los simbolos no nulos son

—bsinwv
(a+ becosv)

U U
Fvu - Fuv -
U

Rvuv

v

1
w = sinv(a + bcosv).

Ahora, debemos obtener las derivadas parciales de dichos simbolos

u u (bsinv)? bcosv
Fuv v = Fvu v = -
' ' (a+bcosv)?)  (a+bcosv)
v 1 2 i 02
Chuw = g(acosv + bcos” v — bsin v).

Con estos resultados, podemos calcular los componentes de tensor de curvatura
de Riemann.

bcosv
R’Ll)buv = _Rg'uu = ng,u_rgu,v_FZUFEU_ngFZu—i_FZquv—i_Fgquv = m
Similarmente,
1
R%,, =—RY,., = -3 cosv(a + bcosv).

Los deméas componentes son cero.

Ricci y curvatura escalar

Para esta seccién, usaremos la ecuacién

. _ pm
RZCIL']' — le]
. m 1
Ricyy = R = 3 cosv(a+ bcosv)
bcosv
. m
RZCUU = Rvmv =

a+ bcosv
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De forma matricial podemos expresar el tensor de Ricci como

1
) < cosv(a+ beosv) 0
chij = |:b 0 bcosv
a+bcosv”’

Finalmente, para la curvatura escalar usamos la ecuacion [2.5]

o W - I 1 1 1 bcosv
S = g” Rici; = g"" Ricyy+9"" Ricyy = ((a—s—bcosv)z) (b cosv(a+bcosv)>+(b2> <a+bcosv)

B 2cosv
~ bla+bcosv)

Noétese que la curvatura escalar es dos veces la curvatura gaussiana.

2.5 Campos de Jacobi

Nos interesa saber céomo la curvatura afecta a las geodésicas cercanas entre
si. De manera burda, la curvatura positiva hace que las geodésicas converjan
(pensemos en los circulos méximos de una esfera, por ejemplo) y una curvatura
negativa que diverjan. Necesitamos una medida cuantitativa de este efecto de
la curvatura. Para ello, definimos la ecuacién de Jacobi

Teorema 2.5.1. (Ecuacién de Jacobi) Sea v una geodésica y V un campo
vectorial a lo largo de v. SiV es un campo variacional a través de geodésicas,
entonces V' satisface

DIV + R(V,4)y =0 (2.8)

Cualquier campo vectorial a lo largo de una geodésica que satisface la ecuacion
de arriba es un Campo de Jacobi.

Sea J un campo de Jacobi, e1(0) = 4(0)/|7(0)| y extenddmos esto para
tener una base ortonormal {e;(0)} en T,yM. Hacemos transporte paralelo
para obtener una base {e;(t)} para todo 7. Esto da una base ortonormal con
e1(t) = 4(t)/7(0)]. El campo de Jacobi puede ser escrito en coordenadas en
términos de la base como J(t) = y*(t)ex(t), es decir,

d2 k
J Ziek dt2 ek

y la ecuacién de Jacobi puede reescribirse como un sistema

dt2 _ Zy £),ex(t))er (1), ex(t)) = 0

para cada k. De esta manera obtenemos una ecuacion diferencial ordinaria.
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2.6 Ecuaciones de Maxwell usando formas

Una de las aplicaciones més conocidas de las formas diferenciales en fisica es
escribir las ecuaciones de Maxwell de forma mdas compacta. Para ello, intro-
duzcamos primero un operador que nos ayudard a dicha tarea: La estrella de
Hodge.

Definicién 2.6.1. (Estrella de Hodge) El operador estrella de Hodge x es
un mapeo de k-formas a l-formas en una variedad n-dimensional. Si tenemos
una base ortonormal de 1-formas, es decir,

<dl’i, dSUJ> =0
si i # j y también
(dzi, dx;) = €(i)

con € = %1, entonces, para distintos 1 < iy,...,i, <[ se tiene que
*(dxil A d:l?i27 ey /\dl’7k) = :l:dﬂjikJrl/\, ceey /\d‘ril'

En donde igy1,...,7; son enteros desde 1 hasta [ no incluidos en iy,...,7; y el
signo + es dado por
sign(iy, ..., 0)e(i1) ... e(ig)

Ejemplo 2.6.1. (Ejemplos de uso del operador de Hodge)
Para este ejemplo, tomemos R? con la base dx, dy, dz de 1-formas. Entonces
tenemos que
*dr = dy N dz

*1 =dx ANdy Ndz
*dy N dx = —dz

Ejemplo 2.6.2. (Ecuaciones de Maxwell con formas) Ahora, ya somos
capaces de reducir elegantemente las cuatro ecuaciones de Maxwell (en su forma
diferencial) a solamente 2. Para ello, consideremos R* con coordenadas (¢, z1, 22, v3)
y la métrica dada por ¢ = —c2dt? + dz? + dy? + dy?. Definimos las las formas

F=B+dtANE
B = Bidy AN dz + Badz A dx + Bsdx A dy
FE = Fydx + Fady + Esdz
J = Jidy ANdz + Jadz A dx + Jsdx A dy
J = cpuod Ndt + (p/ceo)dx A dy N dz

Las 4 ecuaciones de Maxwell
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P 0B
V.- E=L2 -2
o V xE 5

OE

V-B=0 V x B = pod + poco—-

ot

pueden reescribirse como
dF =0 d~F =0

Nota: No confundir los campos eléctrico y magnético E, B con las formas
E, B.

Comprobarlo es un bonito pero tediosos ejercicio. Se debe sustituir F' en
ambas ecuaciones y hacer las operaciones como en los ejemplos y
Finalmente, podemos hacer una correspondencia entre las formas obtenidas y
R3. Es decir, hay una relacién entre el operador de Hogde y los operadores
diferenciales.



Chapter 3

Solucion de Schwarzschild

Ya que tenemos lo necesario para entender la ecuacién de Einstein, explicare-
mos a detalle una de las primeras y més importante soluciones: la solucién de
Schwarzschild. Iniciaremos, como hemos hecho en los capitulos anteriores, con
algunas definiciones importantes usando lo aprendido hasta el momento (seccién
3.1). Después, desarrollaremos una manera de llegar a la famosa métrica de
Schwarzschild, la solucién que estamos buscando (seccién . Finalmente, en
la 1ltima seccién de este capitulo, ahondaremos en cémo esta métrica explica
fenémenos astronémicos (seccién .

3.1 Preliminares

Definicién 3.1.1. (Espacio-tiempo)

El espacio tiempo en relatividad especial es un espacio de Minkowski en R*,
como se mencioné en el ejemplo Dependiendo el autor, la signatura es
(+ — ——), o bien (— + ++). En esta seccién usaremos la primera convencién.
Nuestro sistema de coordenadas (zg, 21, x2,z3) puede verse como el punto de
vista de un observador que se percibe a si mismo en reposo. La coordenada
xo representa el tiempo medido por su observador y los hiperplanos cuando
xo = cte describen el espacio visto por este mismo observador. La historia de
dicho observador se describe con la curva a(t) = (¢, a,b,c) para cada tiempo t.

Como principio, tenemos que la velocidad de cualquier particula relativa al
obervador debe ser menor a la de la velociad de la luz (que tomamos como 1),

implica que
del 2 dl’g 2 dl‘g 2
<dt) +<dt> e ) <!
0, equivalentemente,
dao\* _(dw\*_ (daa\®_ (dws)®
dt dt dt dt '

40
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Definicién 3.1.2. (Vectores tipo tiempo, tipo espacio y tipo luz)

El espacio-tiempo de la relatividad general es una 4-variedad suave M con
métrica de Minkowski (+—). Un vector tangente v en un punto de M es de
tipo tiempo si g(v,v) > 0, de tipo espacio si g(v,v) < 0y tipo luz o nulo si
g(v,v) = 0. Una particula con masa en M se decribird con una curva tipo luz y
una particula sin masa, como el fotén, seguira una curva tipo luz.

Definicién 3.1.3. (Tensor de energia-momento)

El tensor de enegia-momento T, también conocido como de energia-impulso
o de tension-energia es un campo 2-tensorial covariante simétrico en M. Para
la 4 — velocidad de una particula de prueba que pasa por un punto p € M
(observador infinitesimal) el tensor T representa la densidad de energia en p
medida por v de la distribucién de masa-energia en el espacio-tiempo.

Los componentes de este tensor pueden expresarse en en una matrix 4 x 4
de la siguiente manera:

TOO TOl T02 TO3
TlO Tl 1 T12 T13
T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 TSS

T =

Podemos diferenciar entre las distintas componentes de la siguiente manera
tomando en cuenta que k y [ varian de 1 a 3.

e El componente tiempo-tiempo (T90) es la densidad de la masa relativista,
es decir, la densidad de energia dividida entre la velocidad de la luz al
cuadrado mientras estd en un marco de referencia co-mévil (o sea, que
el marco de referencia estd en reposo desde el punto de vista de alguna
particula ).

e Los componente T = T*0 son el flujo de la masa relativista a través de

la superficie z*.

e Los componentes T* representan el flujo del momento lineal del elemento
!

k-ésimo a través de la superficie z'.
e Los elementos T** representan la tensién en la direccién de la coordenada
k-ésima. También se les llama presion.

Definicién 3.1.4. (Ecuacién de campo de Einstein) En relatividad gene-
ral, la métrica de Lorentz g se interpreta como un potencial gravitatorio. Como
tal, debe estar relacionado con una ecuacion de campo a la distribuciéon de
masa-energia que genera dicho campo gravitacional. La ecuacién que propuso
Einstein es

1
Ric — §Sg=T. (3.1)

En donde T es el tensor de energia- momento, g es la métrica, Ric es el Ricci y
S es la curvatura escalar.
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Una solucién de la ecuacion de Eisntein es encontrar una métrica g y un
tensor T' que satisfaga las condiciones que impongamos. Antes de continuar,
tenemos tenemos que hacer algunas consideraciones fisicas. En primer lugar,
el tensor de energia-momento debe tener divergencia cero (VI = 0) en concor-
dancia con las leyes de conservacion. Ademds es importante notar que en el
limite clasico, la ecuaciéon de campo de Einstein se reduce a la ecuacién de Poi-
sson que describe la gravedad newtoniana. En el caso de que T' = 0 (el vacio),
simplemente debemos encontrar una métrica g que cumpla Ric — %S g=0. Si
aplicamos la traza a ambos lados de la ecuacién de Einstein, vemos que

S = —traza(T)

en donde T se define como g(T(u),w) = T(u,v) para todo v,w € M,,p € M.
Por lo tanto, si T = 0, entonces la ecuacién de Einstein (Ecuacién es
simplemente Ric = 0. Por lo tanto, las curvaturas de Ricci planas son soluciones
para la ecuacién de Einstein en el vacio.

3.2 Meétrica de Schwarzschid

Una de las soluciones méas importantes a la ecuacién de Einstein es la que
encontrd el astrénomo y fisico alemén Karl Schwarzschild en 1916. Fue una
de las primeras soluciones analiticas y describe el campo gravitacional afuera
de una estrella estdtica, esférica y aislada (sin carga). Schwarzschild resolvié
la ecuacion cuando estaba en el ejército durante la primera guerra mundial.
Desafortunadamente, fallecié poco tiempo después de publicar su resultado.

Definicién 3.2.1. (Campo vectorial de Killing) Sea (M, g) una variedad
pseudo-Riemanniana. Un campo vectorial X en M es de Killing si el grupo
local de difeomorfismos asociado a X consiste en isometrias.

Definicién 3.2.2. (Espacio-tiempo estatico) Un espacio-tiempo M es estdtico
si existe en M un campo vectorial de Killing no nulo X tal que la distribucion
de 3-planos ortogonales a X es integrable. Por distribuciéon de planos entende-
mos que a cada punto lo manda a un plano. Entendemos integrabilidad como
la condicién [X,Y] € D si X,Y € D. Dicha distribucién serdn hipersuperfi-
cies de tipo espacio que son localmente isométricas entre si. Localmente, estas
superficies son t = cte para una funcién temporal.

Definicién 3.2.3. (Espacio-tiempo esféricamente simétrico) Un espacio
tiempo M es esféricamente simétrico si existe ina accién isométrica del grupo
ortogonal especial SO(3) en M en donde sus 6rbitas son una 2-superficie tipo
espacio o un punto. Las érbitas 2-dimensionales tendran necesariamente cur-
vatura positiva, es decir, serdn esféricas.

Recordar que dada una acciéon ¥ : G x X — Xde un grupo G sobre un
conjunto X, donde denotamos ¥(g,x) = gz. La drbita de un punto se define
por



43

Gx={gz|ge G}

Es decir, es la imagen bajo la accién del grupo.

Las definiciones de estdtico y esféricamente simétrico se satisfacen en la
variedad M = R x I x 2 siendo I un intervalo abierto con una métrica producto
alabiado (warped product)

9= F*(p)dt* — dp* — G*(p)o”. (3.2)

en donde t y p son las coordenadas de R e I, respectivamente. Fisicamente,
representan el tiempo y un intervalo (veremos mds adelante que se interpreta
como un radio). Asimismo, do? es la métrica estdndar en S? con curvatura cons-
tante 1, es decir, do? = df? + sin®(#)dp?. Nuestro objetivo ahora es encontrar
el tensor de Ricci para esta métrica y encontrar las condiciones de las funciones
F'y G que lleven a una curvatura de Ricci cero.

Notemos que para cada t € R la hipersuperficie {t} x I x S? es totalmente
geodésico porque es el conjunto de puntos fijos de una reflexion isométrica, en
este caso, inversion del tiempo. Recordemos que las geodésicas van a geodésicas
por medio de isometrias. Como todo campo vectorial de longitud constante
normal a una hipersuperficie totalmente geodésica es paralela a lo largo de la
hipersuperficie (es decir, al hacerle transporte paralelo el campo queda igual), se
sigue que R(Y,Z)X = 0 cuando X es tangente a R y Y, Z son perpendiculares
a X. Para ver mas claramente esto tltimo Esto implica que % es un eigenvector
del tensor Ric. Para verlo de forma més clara,

(0 0 0 0 0

es un endomorfnismo. Se puede probar que las constantes B, C, D son cero con
las propiedades de simetria del tensor de Riemman. Entonces, % es un eigen-
vector del tensor Ric. Similarmente, la hipersuperficie R x I x § iaes totalmente
geodésica en M para cada gran circulo S en S? (es el conjunto de puntos fijos
de una reflexién de S?) y por ello, R(y,z)r = 0 cuando x es tangente a S? y
y, z son perpendiculares a z. Por lo tanto, cada vector tangente al factor S? es
también un eigenvector de Ric.

Se sigue que los espacios tangentes para los factores R, S? e I son, por or-
togonalidad, eigenespacios de Ric. Por lo tanto, el tensor de Ricci es diagonal
relativo a la estrucutra producto de M y solo necesitamos calcular sus compo-
nentes diagonales. Las componentes de la diagonal del tensor de Ricci se pueden
expresear como suma de curvaturas seccionales.

Las curvaturas seccionales que nos interesan puede obtenerse de la siguiente
manera: notamos que la curva v 4(p) = (¢,p,q) es una geodésica en M para
cadat € Ry ¢ € S2. Como estd parametrizado por una longitud de arco y su
trayectoria es un componente conectado a conjunto de puntos fijos del grupo

de isometria generado por una reflexién de R sobre ¢ y reflexiones de circulos
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maximos a través de q. El campo vectorial % es un campo de Jacobi sobre 7y,
y por lo tanto, tenemos que

o o\ /.
% (57 55) = (Phovsioai) /[ g7

Este es mas evidente si recordamos la ecuacién Se llega a este resultado

recordando que % y 8% son ortogonales entre si y hacemos una normalizacién

2 §nd

al vector E
De igual manera, para cada vector unitario z tangente a S2, /90 es un
campo de Jacobi a lo largo de v. Aqui 6 representa la coordenada angular en

el circulo méximo S' en S? generado por x. Por lo tanto,

K (;p /\x) = <D<29/8pao 89>/H

Lo que hemos logrado con esto es calcular la curvatura de subespacios totalmente
geodésicos 2-dimensionales en coordenadas gaussianas. El resto de curvaturas
seccionales las podemos obtener fijando p = cte. Para ello, notamos que la
métrica inducida para estas hipersuperficies que viven en R x {p} x S? es

2 G
= 6'

gp = F*(p)dt* — G(p)do®

y su segunda forma fundamental con respecto al campo vectorial 9/dp es dado
por

(24) )= 205 2.

S_{—FF 0 ]

en donde
0 —GG'do?
En este caso la curvatura gaussiana es

0 F'G

siempre y cuando z sea tangente a S2. Ademds,

-1 (G
K(x A —
(@Ay) == <G>
cuando ambas z,y son tangentes a S2. De aqui, deducimos que los valores
propios del tensor Ric son ry

F// F/G/
-2 42 3.3
"= tirG (33)
F// G//
rp = +2 (3.4)

F G
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G’ PG 1 G\’
= — + h— - = - .
G FG G2 ( G )
Con todos estos resultados, ya podemos abordar nuestra misién principal: re-
solver la ecuaciéon de campo de Einstein cuando Ric = 0 para el producto
alabiado R x I x S2. Primero, usemos la condicién Ric = 0 para la ecuacién

(3.5)

Tz

B i” +2F’G’ PG H2F'G G\ _ (F'G?Y _0
"TF TUFG T FG G)~ FG2
Esto nos dice que F'G? es constante, llamémosle m.
m = F'G? (3.6)

Ahora, usemos el hecho que r, = r, = 0:

oot B RGN 2, o (F
= — = — _—— — — = — — F —
O=rp-n=F+"a-F g ~c\¢ G\ 7

_2F (G

G \F)~
Asi, tenemos otra constante, G'/F. Si reescalamos t, podemos asumir que
G'/F = 1. Entonces,

G' =F. (3.7)
Y reescribiendo esta nueva igualdad en
m
¢ =F = (3.8)

Sustituyendo [3.7] y 3-8 en [3:5] obtenemos que

1 2m

Observamos que la condicién 7, = 0 se cumple si y solo si

1/2
F:<1—2m> .
G

En conclusién, la métrica en R x I x S?% satisface la ecuacién de campo
de Einstein en el espacio vacio cuando Ric = 0 si

2
p_ 96 _(;_2m
ap G
para alguna constante m.
Y asi, llegamos a la métrica encontrada por Schwarzschild

2m 2 2m\ ! 2 =25 2
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3.3 Implicaciones

La métrica de Schwarzschild (ecuacién se usa para modelar fenémenos en
astronomia. En particular, podemos destacar las érbitas planetarias, el desvio
de la luz cuando esta pasa cerca de una estrella y la precesién del perihelio
de algunos planetas. En esta seccion, explicaremos un poco mas a detalle las
orbitas planetarias y cémo desde la métrica de Schwarzschild podemos llegar
a la tercera ley de Kepler. El lector interesado en las otras dos implicaciones
puede consultar [4].

3.3.1 Orbitas planetarias

Como lo mencionamos anteriormente, la solucién de Schwarzschild modela el
campo gravitacional afuera de una estrella. La constante m se puede interpretar
como la masa de una estrella. Consideremos un planeta de prueba orbitando la
estrella. Su movimiento estard descrito por una geodésica de tipo tiempo ~y en
M. Esta v serd de la forma

V(s) = (t(s), p(s),0(s)),

en donde # es la coordenada angular de S' La razén de esto es que dicha

geodésica se encuentra en la subvariedad R x I x S. Aqui, S! es el circulo

méximo en S? generado por el componente S? de ¥(s) para cualquier s. Se dice

que la érbita es circular si p = a, siendo a constante. Por lo tanto, tenemos que
. 0

_i9 49
T T 00

También, utilizando la definicién de los simbolos de Christoffel,

.0 . . 0 . 0
DiA = {— ZFF/_ 2 / 2 iy
i =i+ (0 PO =y + 5

La ecuacién geodésica nos dice que D4 = 0, por lo tanto,

FF’
GG’

t=0=0y6%*= (a)i?.
Concluimos, entonces, que f y 6 son constantes. A continuacién, usamos las
ecuaciones y 13.8] para sustituir en nuestra 62, quedando asi

. m .

0? = ——t% 3.10
Si tomamos en cuenta que el pardmetro s mide el tiempo propio a través de -,

tenemos que )
F%(a)f* — G*(a)0? = 1.



47

Sabiendo que F = (1 — %")% y usando la ecuacién sustituimos y llegamos

a que
o Gla) B 3m \ !

Obteniendo la raiz cuadrada e integrando de ambos lados obtenemos la funcién

t(s):

t(s):i(l—;zz)>_és+01

igualmente, podemos calcular 6(s). Para ello, en la ecuacién sustituimos

nuestra expresion Posteriormente integramos para obtener

m

Os) =+ <G2<a><c<a> “3m)

> s+ Cy

con Cp,Cy € R. Generalmente el signo de t(s) se toma como positivo para que
i>0.

Finalmente podemos calcular el periodo de la érbita. Para ello, notemos
que el tiempo propio requierido para una revolucién es de T}, = \27r/9| El
tiempo césmico requerido es T. = |£[T, = |27/6|. Sabemos que G(a) es la
distancia desde el centro de la estrella. Recordando la ecuacién [3.11} si hacemos
G(a) — oo, entonces ¢ — 1. Por lo tanto, para orbitas circulares grandes

tenemos que )
T2 T2 - 4m*t? 4Ar*G(a)
» s - = .

62 m

iEsta expresion es la tercera ley de Kepler!



Chapter 4

Teoria de Brans-Dicke

A pesar de que la teoria de gravitacién de Einstein es la mas conocida y aceptada,
hay otras formulaciones que se han puesto a prueba con resultados consistentes.
Una de las méas famosas es la teoria de gravitaciéon de Jordan-Brans-Dicke,
conocida también como simplemente teoria de Brams-Dicke.

Esta teoria nacié en los anos 60 y su diferencia principal con la relatividad
general de Einstein es que es una teoria escalar-tensorial. Es decir, se intro-
duce un campo escalar que altera las ecuaciones de la relatividad general. En
este capitulo, nos sumergiremos un poco esta teoria y presentaremos resultados
importantes que sostienen este planteamiento.

4.1 Principio de Mach

El nombre de este principio es en honor al filésofo Ernst Mach, quien lo enuncié
en su forma maés conocida en su obra The science of mechanics: A critical
and historical exposition of its principles de 1893 aunque ya habia autores que
habian escrito ideas similares.

Para entender este concepto, se suelen usar dos experimentos mentales. En
el primero, imaginemos que estamos flotando en el espacio vacio del espacio.
La tunica referencia disponible son estrellas distantes que estan fijas en el fondo.
Supongamos ahora que empezamos a girar sobre nosotros mismos, lo que hace
que nuestros brazos y piernas experimenten un jalon hacia afuera: la fuerza
centrifuga ocasionada por la rotacién. Ademads de eso, notamos que las estrellas
de fondo también estan rotando, lo que hace que nos hagamos la pregunta: ;por
qué experimentamos una fuerza centrifuga cuando las estrellas de fondo estan
rotando?, jexiste una conexién, una ley fisica, entre el observador y los objetos
tan distantes?

El segundo experimento mental es conocido como el experimento de la cubeta
de Newton. Imaginemos una cubeta con agua girando sobre si misma. Después
de un rato, veriamos que la superficie del agua cambié de forma, es decir, de
estar completamente plana pasaria a tener una forma paraboloide con maés nivel

48
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de agua en las orillas que en el centro. Nuevamente, es resultado de la inercia
oponiéndose a la rotacién. Es claro que si dejamos de rotar la cubeta, el nivel
del agua volveria a ser uniforme. Sin embargo, ;qué pasaria si en lugar de la
cubeta es el universo entero el que rota? Newton dirfa que la superficie del agua
permaneceria plana pero Mach comenta lo contrario. Mach afirma que la forma
del agua si se veria afectada aunque la cubeta no se mueve pero el universo si.

Esta cuestién, aunque parezca innecesaria, es vital para determinar espacio-
tiempos absolutos o relativos. La pregunta que hacemos ahora es, si tenemos dos
cubetas llenas de agua, una rotando y otra no, ;como podemos diferenciarlas
entre si? Nuestra primera intuiciéon diria que podemos hacerlo por la superficie,
como explicamos en el parrafo anterior. La superficie del agua de la cubeta que
gira es diferente a la estatica, pero jrespecto a qué? Newton diria que la rotacion
respecto a un espacio absoluto es lo que haria la diferencia. No obstante, Mach
remarca que esto solo seria posible en un universo hipotético vacio, sin masa.
Argumenta, ademads, que estas conclusiones se sostienen solo si asumimos que
los sistemas fisicos retienen sus propiedades incluso si se aislan de los demaés.
Mach comenta que estas condiciones idealizadas no se cumplen en el universo
real, por lo que las cubetas no se comparan respecto a un espacio absoluto, sino
que respecto a las estrellas fijas de fondo, un ejemplo de materia.

En pocas palabras, la diferencia entre la inercia de ambas cubetas se puede
observar con respecto a la masa de las estrellas lejanas, estableciendo asi una
relacion entre la inercia local y el contenido de materia en el universo. Por
esta relacién entre el contenido de materia del universo y la masa inercial de un
objeto, es que Mach argumenta que una cubeta fija tendria un nivel de agua
curvo si el universo entero rota.

Mas formalmente, podemos resumir este principio: La geometria del espacio-
tiempo y, por lo tanto, las propiedades inerciales de cualquier particula de
prueba infinitesimal requiere ser determinada por la distribucién de masa-energia
en el universo. En un universo obedeciendo el principio de Mach, no existen
el espacio o tiempo absolutos, sino que estas cantidades son siempre relativas
a otra referencia. Esta idea también ocasiona que la inercia se relaciona a la
interaccion gravitacional solamente con la materia y que la geometria y métrica
del universo estd solamente determinada por el contenido de materia.

La teoria de Einstein no implementa completamente el principio de Mach.
Hasta cierto grado, entra en conflicto con el principio de equivalencia. Ademas,
algunas soluciones a las ecuaciones de campo en la teoria de Einstein no consi-
deran el principio de Mach. Brans y Dicke formularon esta teoria con el objetivo
de implementar completamente dicho principio en la relatividad general.

4.2 Caracteristicas principales de la teoria de
Brans-Dicke

Lo més destacable de la teoria de Brans-Dicke es que modelan la gravedad de
forma escalar-tensorial. Es decir, las ecuaciones de campo, ademas de depender
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de un campo tensorial, (que en la teoria de Einstein es el tensor de energia-
momento), también dependen de un campo escalar.

Para entender un poco més por qué, regresamos a la seccién[{.1] Basdndonos
en argumentos dimensionales, asumiendo el principio de Mach, la constante gra-
vitacional G se relaciona a la distribucién de masa en un universo expansivo
uniforme de la siguiente manera

GM
—~1 (4.1)
R

en donde M representa la masa finita del universo y R es el radio de la frontera
del universo visible. La idea de por qué la ecuacion |4.1] se sostiene es que el
uinico movimiento significativo es el relativo al resto de la materia del universo
vy que la reaccion inercial experimentada en un laboratorio que acelera relativo
a la materia distante del universo puede interpretarse, equivalentemente, como
una fuerza gravitacional actuando sobre el laboratorio fijo gracias a la presencia
de la materia distante acelerada.

Gracias a esto, podemos escribir la aceleracién de una particula de prueba
que cae hacia el sol como a = Gmg /r?. Esto si consideramos un sistema de
coordenadas en el que el objeto no esta acelerando porque el jalon gravitacional
del Sol estaria balanceado con la accién inercial. También, por andlisis dimen-
sional, podemos escribir la aceleraciéon en términos de la distribuciéon de masa
como a ~ mRc?/Mr?. Si combinamos ambas ecuaciones de aceleracién, obte-
nemos la expresion si consideramos ¢ = 1. Esto sugiere que hay una relacién
entre G y la masa total del universo M. Es mds, en lugar de ver G como a
una constante, ahora podemos analizarla como una funcién de M, G(M). Otra
forma de ver que G es una funcién es darse cuenta que R/M no es contante
debido a la expansién del universo (R variable) y la conservacién de la masa
(M constante).

4.3 Construccion de la teoria

La teoria de Brans-Dicke es un intento de generalizar la relatividad general.
Bajo este enfoque, los efectos gravitacionales son en parte geométricos y en
parte interacciones escalares.

Empezamos considerando el principio de equivalencia débil. Este principio
indica que toda particula puntual cae con la misma aceleracién en un campo
gravitacional. Empiricamente, numerosos cientificos han puesto a prueba expe-
rimentalmente dicho principio, siendo el mas famoso de todos Galileo. Eo6tvos
con su experimento de balance de torsién, también lo midié con una precisién sin
precedente para su época. En él, se demuestra la independencia de la aceleracién
de la caida libre y la masa. En 1961, Dicke rehace el experimento de E&6tvos
con aun mayor precisién, consolidando dicho principio. Esto sugiere que el
movimiento de una particula de prueba sin carga es, como en la relatividad
general, una geodésica en una variedad 4-dimensional.
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Retomando la ecuacién definimos el campo escalar ¢ como
1 M
¢:= =~ —.
G R
Ahora bien, para generalizar la relatividad general usamos el principio varia-
cional de la relatividad general, del cual se obtiene la ecuacién de Einstein, es

decir, . 5/ [R+ (16;6‘) L] (V=g)d“s. (4.2)

En esta expresion, R es la curvatura escalar y L es la densidad de materia la-
grangiana incluyendo todos los campos no gravitacionales. Para una explicaciéon
més detallada de la légica detrds de esto, revisar referencias [15] y [7].

Ahora, multiplicamos la expresién por ¢ = 1/G, obteniendo asf

S = 5/ [qu + <166f> L — Ly(o, thﬁ)} (4.3)

en donde el término adicional w es la densidad lagrangiana de un campo escalar.
Notemos que la principal diferencia con la teoria de Einstein son las ecuaciones
de campo gravitacionales que determinan a la métrica, no las ecuaciones de
movimiento en un campo dado. La gravedad no es dada solamente por la
geometria de un sistema, sino que también es influenciada por el campo escalar ¢
acoplado al escalar de Ricci. Ademds, dada la naturaleza escalar de ¢, podemos
esperar que obedezca algun tipo de ecuacién de onda como

D¢ = Pescalar (44)

en donde el término pegseqiqr actia como una fuente de materia. Para determinar
L4 Brans eligié, para tener consistencia en las unidades,

w
v
Ly = fgg” 0u$0, . (4.5)
Asi, si sustituimos en la ecuacién [£-3] obtenemos una expresién més explicita
de la accién, la accion de Brans-Dicke Spp.

v
¢

en donde S,, es una accién de materia general. Cabe destacar que aqui se in-
troduce un factor constante w con un valor indeterminado adimensional. Este
es uno de los puntos mas controversiales de la teoria y, de hecho, a Dicke le
disgustaba. En un inicio se pensaba que este valor podria obtenerse experimen-
talmente. La teoria de la relatividad de Einstein se recupera en el limite en que
w — 00.

De las ecuaciones y variando la accién de Brans-Dicke con respecto
a ¢ y 0,9, se obtiene que

4
Spp = —— dz'y/=g {QbR_ 9" 0,00, p| + Sm (4.6)

167

_ g 0,00, ¢ _ @

O¢ 5 o (4.7)
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en donde el operador d’Alambertiano [J se define como

06 = ——0,[v=90"].
V=9
Esta es la ecuacién estandar para el comportamiento de la materia. Esta
ecuaciéon relaciona el campo ¢ con la geometria expresada por el escalar de
Ricci. Podemos interpretar esta teoria como agregar un campo escalar a la
métrica para producir una especie de Campo gravitacional total. Usando las
dos ecuaciones anteriores, podemos variar la accién [1.6] para obtener nuevas
ecuaciones de campo teniendo en cuenta que

0SBD 85, 0Sm
=0 < + 4.
dghv 0 oghv  dgrm (4.8)

en donde Sy es la accion de la gravedad que incluye el término cinético de Brans-
Dicke, mientras que S, es una accién genérica de materia que proporciona el
tensor de energia-momento como

§SM 1 59 5Lm
=-—= L, —2 =T, 4.
6guu g 5guu 6gluj 1 ( 9)

en donde g = det(g,,,). Con esto, llegamos a la ecuacién de campo que estabamos
buscando:

1 1 o 1 8
Ry — §Rg,uu - % <au¢8u¢ o 59;“,(9@(,256 (b) N g (VH6V¢ - gHVD¢) = (b%llfl;;

que es andloga a la ecuaciéon de campo de Einstein. Nétese que el término
del lado derecho es la fuente usual de la relatividad general con el parametro
gravitacional variable 1/¢. Si contraemos la ecuacién es decir, calculamos
su traza, tenemos

8 w 3
R=——T+ —0,00% —o. 4.11
il t gz0a00%0+ 500 (4.11)
Ahora bien, si combinamos las ecuaciones [£.7] y obtenemos
8
Lo = 4.12
¢ 2w+ 3 ( )

donde T' = g""T},, es la traza del tensor de energia-momento. Esta ecuacién
muestra que el campo escalar ¢ se puede interpretar como una contribucién
geométrica adicional a las ecuaciones de campo convencionales.

Ha habido intentos de determinar el valor del parametro w. Esto nos ayu-
daria a saber si la teoria de Brans-Dicke es distinguible de la relatividad gene-
ral. Como se mencioné anteriormente, en el limite cuando w — 0o, la teoria de
Brans-Dicke es equivalente a la relatividad general de Einstein, por lo que un
valor de w muy alto sugeriria que ambas teorias son equivalentes.
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4.4 Poniendo a prueba la teoria

En la mayoria de los contextos, es mas conveniente usar la teoria de Einstein, por
lo que Brans-Dicke ha sido un poco relegado. Sin embargo, numerosos cientificos
han comparado las teorias de Einstein y Brans-Dicke tanto a nivel teérico como
a nivel experimental y han llegado a conclusiones interesantes. En esta tltima
seccién, haremos una breve revision de un punado de estas comparaciones.

4.4.1 Agujeros negros

En 1971, Stephen Hawking (referencia [I3]) mostré que un espacio estacionario
que contiene un agujero negro es es una solucién a las ecuaciones de campo
Brans-Dicke si y solo si es una solucién de las ecuaciones de campo de Eisntein.
Esto implica que al colapsar una estrella en agujero negro, una parte de la masa
gravitacional se pierde debido a la interacciéon escalar en la teoria de Brans-Dicke
(aproximadamente un 7%, debido a la disminucién de su momento monopolar
escalar).

En el articulo, Hawking establece que la teoria de Brans-Dicke puede ser
formulada en un marco de referencia matematicamente similar al de Einstein,
conocido como el marco de Finstein. En este contexto, la constante de gravita-
cion G se considera constante, mientras que las masas de las particulas pueden
variar con la posicion. Esto contrasta con el marco de Brans-Dicke, donde las
masas son constantes y G es variable. Hawking reescribe las ecuaciones de
campo de Brans-Dicke para mostrar que, a pesar de las diferencias en la formu-
lacion, estas pueden parecerse a las ecuaciones de Einstein cuando se incluye el
campo escalar.

Un aspecto crucial de su analisis es el uso de desigualdades especificas sobre
el tensor de Ricci (de las cuales escribié en otro articulo, referencia [14]) que
permite demostrar que propiedades fundamentales en la relatividad general,
como la simetria axial y la topologia esférica de los agujeros negros, también
se mantienen en la teoria de Brans-Dicke. Estas desigualdades aseguran que
las caracteristicas geométricas que permiten la existencia de agujeros negros no
dependen estrictamente de la forma particular de las ecuaciones de campo, sino
que son propiedades mas generales.

A partir de este analisis, Hawking concluye que, en el contexto de agujeros
negros estacionarios, el campo escalar debe ser constante en la regién exterior
del agujero negro. Esto implica que el efecto del campo escalar como fuente de
gravedad se elimina al formarse el agujero negro, sugiriendo que las soluciones
estacionarias de agujeros negros en la teoria de Brans-Dicke son equivalentes a
las soluciones de relatividad general, especificamente a la familia de soluciones
de Kerr.

4.4.2 Deflexién de la luz

Similar a la relatividad general con la solucién de Schwarzschild (seccién , la
teoria de Brans-Dicke también predice fenémenos como la precesion de Mercurio
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y las lentes gravitacionales.
Anteriormente mencionamos que para comparar las teorias de Eintein y
Brans-Dicke es 1til calcular el valor del pardmetro w. Podemos también definir

un nuevo parametro y como

w+1

T ere
Este parametro v es igual a uno en relatividad general y cero en modelos
newtonianos. En 2003, Bertotti, Iess y Tortora calcularon que v =1+ (2.1 £
2.3) x 1075 (J5]). Visto de otra manera, w tiene una magnitud de, al menos,
orden 10%. Para conseguirlo, midieron el tiempo en que ciertas frecuencias de
radio tardaron en viajar de la Tierra a la sonda espacial Cassini. Para ello,
usaron que el retraso en el tiempo producido por el campo gravitacional del Sol

es

At =2(1+ ) Gi\fQ In (47;)12@)
en donde G es la constante gravitacional, b << r1,7r5 es el llamado pardmetro
de impacto y r1, 19 son, respectivamente, las distancias de la antena y la sonda
espacial al sol. Estos resultados dan una cota maés estricta para el parametro w.
Asimismo, nos confirmaria que hay una influencia débil, pero detectable de un
campo adicional al que consideran las ecuaciones de Einstein.

4.4.3 Achatamiento del Sol

A raiz de la publicacién de la teoria de Brans-Dicke, se empez6 a considerar
la idea de que el Sol tuviera forma achatada. En dicha teoria, el avance de

perihelio Aw esté dado por
4+ 3¢
Aw = . 4.13
“ (6 + 3<> ( )

Para ser congruente con las observaciones de Mercurio, ¢ > 6. En el caso en que
¢ = 6, la prediccion tedrica es un poco menor que las medidas aceptadas. Para
conciliar esta diferencia, Dicke propuso que el sol tiene forma ligeramente oblata
asociada al momento cuadripolar de masa. Para probar su afirmacion, Dicke y
Goldenberg armaron un telescopio de distorcion con el objetivo de medir qué
tan achatado es el Sol. Las observaciones midieron un achatamiento de dr =
43.3 + 3.3 mas, es decir, 31.3 £ 2.4 km, suficiente para ocasionar perturbaciones
en el perihelio de Mercurio. El resultado fue controversial.

Tiempo después, se calculé nuevamente el achatamiento del Sol tomando
en cuenta la rotacién diferencial, es decir, el ecuador del Sol gira tiene una
velocidad angular mayor a los polos. Con esta nueva consideracién, Dicke obtuvo
or = 7.78 mas. Otras observaciones hechas por Komm presentaron un resultado
que diferia en tan solo 6%. Se determiné que los factores que pueden influir en
la forma de nuestra estrella son la rotacion diferencial y la distribucién de masa
interna. Igualmente, el campo magnético podria influir. Con respecto a las
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mediciones, las faculae pueden introducir sesgos en las mediciones porque un
achatamiento puede ser confundido con un exceso de brillo en el ecuador.

En 1965 el profesor H. Hill, antiguo colaborador de Dicke, decidié armar su
propio telescopio. Comenzé operaciones en Tucson, Arizona. Este experimento,
llamado SCLERA, llevé a una medicién de dr = 9.246.3 mas, aproximadamente
5 veces menos que el experimento original de Dicke y Goldenberg. Ademas, se
encontré una variacién temporal en el achatamiento del orden de 7 mas durante
el ciclo solar.

Dicke respondié a las criticas hacia su teoria concluyendo que la inica manera
adecuada de explicar sus resultados era aceptando el achatamiento del Sol. Auin
asi, decidié mover su telescopio a Mount Wilson (California), en donde dos de
sus estudiantes lo siguieron manejando. Datos de 1983 midieron cerca de la
mitad de lo medido en 1966, lo que apoyaba la conjetura de que el momento
cuadripolar del Sol oscila lentamente. En 1996, un review de los resultados
del telescopio de distorcién y el SCLERA (Resolving discordant results, [28])
hecho por Richman afirmé que el exceso encontrado por Dicke y Goldenberg
era debido a un exceso de brillo ecuatorial. Durante las siguientes décadas, se
continuaron haciendo experimentos intentando medir la forma del Sol. Entre
los mas destacables esta el helidémetro Pic du Midi, operacional desde 1994 y
que pudo medir exitosamente un ciclo solar completo.

También se han intentado hacer mediciones en el espacio para evitar el im-
pacto de la atmdsfera en las observaciones, como Sofia, de Harvard en 1982.
Igualmente, en 1992, Maier y colegas (J20]) empezaron a reportar los resulta-
dos de un vuelo en globo. Se han lanzado maés globos a lo largo de los anos,
incluso actualmente. A pesar de ello, no toda la comunidad cientifica acepta
los datos completamente. Para una visién més completa de las medicioens mas
importantes que se han hecho respecto al tema, consultar [29].

4.4.4 Veredicto final

A pesar de los esfuerzos para comprobar o desmentir la teoria de Brans-Dicke, no
se ha llegado a una respuesta definitiva. Mientras algunos autores la consideran
superada, otros la siguen estudiando y hacen modelos a partir de ella. Las
observaciones parecen tener conclusiones contradictorias entre si y no hay un
consenso claro porque hay miltiples factores que afectan los resultados de los
experimentos.

Lo que parece claro es que la teoria de Brans-Dicke si puede tomarse como
una generalizacién de la teoria de Einstein porque se puede llegar a la segunda
imponiendo condiciones a la primera. Asimismo, modelos que funcionan en la
teoria de Brans-Dicke, también lo hacen en relatividad general como la deflexién
de la luz y el comportamiento de los agujeros negros.

En resumen, la teoria de Brans-Dicke ha brindado mucho valor teéricamente,
pero ain no tiene tanta solidez a nivel empirico. Independientemente de su
futura confirmacion o refutacién, es innegable que nos ha ayudado a tener un
entendimiento méas profundo de la gravedad al obligarnos a buscar sus puntos
débiles.
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Cabe resaltar que esta no es la unica formulacién alternativa a la relatividad
general. Existen méas propuestas que, por cuestiéon de espacio y tiempo, no
pudimos cubrir. Algunas de ellas son la propuesta escalar-tensorial-vectorial
de Moffat [24] y la propuesta de gravedad newtoniana extendida por parte de
astrofisicos de la UNAM [22]. La gravedad es un fendmeno que afecta todo
nuestro entorno de manera compleja, por lo que es légico pensar que explicarla
es igualmente complejo.



Conclusion

A lo largo de este escrito hemos aprendido lo méas fundamental de las matematicas
utilizadas en las teorias de gravitacién mas estudiadas. Para cualquier estu-
diante de fisica avanzada es necesario comprender y aplicar estos conceptos.
Recorrimos el mundo del algebra lineal, los tensores, las variedades y las formas
diferenciales; conceptos que sostienen cémo pensar los cambios en superficies a
nivel mas general que lo visto tipicamente a nivel licenciatura.

Igualmente, extendimos nuestra comprensién de los espacios. Ya podemos
hablar de distancias y caminos en el espacio-tiempo gracias a las métricas y
geodésicas. Con las distintas curvaturas, obtuvimos descripciones mas rigurosas
de ciertas variedades. Incluso, como un pequeno atisbo, mostramos que la
geometria Riemanniana tiene aplicaciones en més areas ademas de la relatividad.

Con toda esta maquinaria matemaética, nos aventuramos a estudiar un poco
de relatividad general. Definimos sus conceptos fundamentales y explicamos
exhaustivamente una solucién a la ecuacién de campo de Einstein. Posterior-
mente, desde un punto de vista analitico, comprobamos que es congruente con
las observaciones astronémicas maés tradicionales a la vez que explica fenémenos
que no tenfan una explicacion satisfactoria anteriormente.

Subsecuentemente, expusimos una teoria alterna a la de Einstein, un intento
de extender la relatividad general. Desde un principio que intenta relacionar la
masa local con la del resto del universo, llegamos a una formulacién diferente de
la gravedad. A pesar de que esta teoria no es la mas aceptada, nos ha ayudado
a seguir investigando y algunas observaciones parecen sostener dicho enfoque.
Es esta busqueda por la verdad la que hace que la ciencia avance.

En conclusién, en esta tesis estudiamos un enfoque de la fisica-matematica
que no suele verse hasta un nivel de posgrado. Propusimos ejemplos més
aterrizados de algunos conceptos que suelen describirse mas abstractamente.
Ademss, dimos planteamientos algebraicos a las ecuaciones de Einstein y ex-
plicamos sus consecuencias. Finalmente, a través de experimentos, analizamos
cémo se sostiene una teoria alternativa en contraposicion a la relatividad gene-
ral.
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