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Capitulo 3

3.1 INTRODUCCION

| procedimiento de incrementar la frecuencia de muestreo se le Illama

/—

muestra en la Figura 3.1). A continuacién se analizard al proceso de

interpolacion en detalle en los dominios tanto de la frecuencia como del tiempo.

interpolacion, y consiste de dos etapas: upsampling y filtrado (como se

3.2 UPSAMPLING

El procedimiento de upsampling incrementa la frecuencia de muestreo por un
factor L, al insertar ceros igualmente espaciados entre cada par de muestras como lo

muestra la Figura 3.2.

apuntando hacia arriba, seguida del factor de interpolacion.
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Capitulo 3

En la Figura 3.3 se muestra el proceso de interpolacién en el tiempo
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Capitulo 3

Este dispositivo toma una entrada x(m) y produce una secuencia de salida y(n),

la cual esté definida por [1]:

x(nj para n=mL
y(n)=1\(L/)
0, cualquier otrovalor de n

1)

donde L representa el factor de interpolacion, como se puede observar, la frecuencia de
entrada Fx es incrementada L veces. El upsampler es usado en la interpolacion, pero se
necesita de un filtro para completar el proceso; veremos cémo las muestras introducidas
de valor cero, se convierten en muestras interpoladas al usar un filtro pasabajas a la

salida del upsampler.

Podemos analizar la operacion de interpolacion con la ayuda de la ecuacion (1)

[4]:
@)= YymeT - Yy

n=—c0 n=mult.de L

()

o0

= Sy =YX vy - x @

k =—c0 k=—c0

De la ecuacion (2) podemos sacar las siguientes conclusiones:

so Ya que Y(z)=X(z"), podemos interpretar a Y(ejw)como una version

comprimida L veces de X(ejw) como se muestra en la Figura 3.4, a las

multiples copias del espectro comprimido se les Ilaman imégenes.

s> El proceso de upsampling no cambia el contenido de la sefial de entrada, y solo

introduce escalamiento en el eje del tiempo por un factor L.
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Capitulo 3

s> La operacion de upsampling (no asi la de downsampling) es invertible, es decir,

es posible recuperar exactamente la sefial de entrada x(m)de las muestras de y(n).

s> La insercion de ceros da como resultado un escalamiento en el eje del tiempo y
consecuentemente un escalamiento en el eje de la frecuencia. Como resultado de esto,

L-1 imagenes no deseadas del espectro de la sefial de entrada son introducidos en el
intervalo [0, 2x].
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Especiro
| de entrada

3
",
UE
=
tn

Sefial con
| upsampling con
L=3

-
"
_E
2
o
T

\-* Imdgenes Sefial

¥ removidas {1 TInterpolada
por el filtro pasabajas

b

.
"'Q_\__
g

——
=
[+a]
T

U 1 1 1 1 1

-1 -0.8 -0& -04 -02 ] 0.2 .04 0.6 0.8 1

Frecuencia Normalizada 3

A

/:;gura 3.5: Froceso com/o/cto de /a /ntcr}oo/acio'n en el dominio de I3

frecuencia

3.3 IMAGING

El proceso de upsampling introduce réplicas del espectro principal cada 27/L. A
esto se le llama imaging, ya que hay L-1 réplicas (imagenes) en 2n. Para remover las
imagenes no deseadas necesitamos un filtro pasabajas, tipicamente con una frecuencia
de corte de #/L inmediatamente después del upsampling. A este filtro se le llama filtro
anti-imaging. En el dominio del tiempo, el efecto es que las muestras de valor cero
introducidas por el upsampling son convertidas en valores “interpolados”. Debido a esta

propiedad, el filtro se le Ilama filtro de interpolacion [2].

Las especificaciones para el filtro de interpolacion estan dadas por: [1]

H (e L, |[w<w/L
‘ (e )‘_ 0, ﬂ/LS‘W‘Sﬂ' )

donde w; es la frecuencia mas alta que necesita ser conservada en la sefial
interpolada. Similarmente a un filtro anti-aliasing, un filtro anti-imaging es usualmente

disefiado como un filtro FIR. En el caso del filtro anti-imaging a diferencia del filtro
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anti-aliasing, el primero se disefia con una ganancia L como se explica en las siguientes

lineas [1].

Asumamos que x(m) (véase la Figura 3.1) ha sido obtenida al muestrear una
sefial continua limitada en banda x.(t) a la frecuencia de Nyquist. La Transformada de
Fourier de la sefial discreta X(ejw) esta relacionada con la Transformada de Fourier de la

sefial continua X, (jQ), (Q es una frecuencia continua), mediante [5]:

xw%a§EX{ﬂﬁqﬁﬂ;Q=$, (4)

x k=—o X X X

donde Tx es el periodo de muestreo.

De manera similar, podemos asumir que la sefial interpolada u(n) en la Figura
3.1 es también obtenida al muestrear la misma sefial continua, con un periodo de

muestreo Tx=LTy. Su transformada de Fourier esta relacionado con X_(j2) mediante:

T T T

y y x k==

U(ejw):-lil-i XC[M_M]:LZ‘O: XC[jWL_ZﬂkL]; :ﬂ (5)

y k=—0

La sefial de salida u(n) se pasa a través de un filtro pasa-bajas, por lo que
solamente el espectro base es retenido. Por lo tanto, en (5), todos los componentes
espectrales diferentes de k=0 son eliminados, lo que nos lleva a [1]:

U@M:#x{ﬁﬂ} (6)

X

Con las ecuaciones (4) y (6) podemos llegar a:

U(e™) = LX (M), 7)

Ya que no se introdujo escalamiento en la amplitud durante el upsampling, la
ganancia L en la ecuacion (7) debe ser compesada para la etapa de filtrado [4].
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3.4 ANALISIS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

En el dominio del tiempo, la sefial interpolada u(n) es una convolucion de y(n)
con la respuesta al impulso h(n). El efecto es que las muestras de valor cero introducidas

por el up-sampler se convierten en valores interpolados, como lo muestra la Figura 3.6

En la Figura 3.6(A) se muestra la sefial de entrada x(m), en la Figura 3.6(B) se
muestra la sefial original después del proceso de upsampling, se introducen L-1
muestras de valor cero entre cada par de muestras, en la Figura 3.6(C) se muestra la
respuesta al impulso del filtro pasa-bajas, en la Figura 3.6(D) se muestra la sefial
original después del proceso de interpolacion, que es la convolucion de las Figuras
3.6(B) y 3.6(C).
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Si h(n) denota la respuesta al impulso unitario de H(w), entonces de la figura 1,
u(n) puede ser expresado como:
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u(n) = Y h(-K)y(k) ®

Al combinar las ecuaciones (1) y (8) podemos llegar a la relacion de entrada y

salida en el dominio del tiempo del interpolador:

u(n) = Zh(n—k)x(k/ L), k/L es un entero
k=—c0

. 9)
=Y h(n-rL)x(r)

r=—o0

3.5 PROPIEDADES DEL PROCESO DE UPSAMPLING

En esta seccion verificaremos que el proceso de upsampling es una operacion

lineal y variante en el tiempo. La propiedad de linealidad es ilustrada en la Figura 3.7:

Xz X, () - Fiz)
. 4 (2) ¥(z)
* - » —l- V(7] — . > —
Xyl2) %y e Fl2)

ﬁgura 3.7: I‘IhC/PfO de 5u/oclposicio’n

Ahora consideraremos si esta operacion es variante en el tiempo. Supongamos

que la entrada del upsampler de la Figura 1, tiene un retraso de D muestras:
x(m-D) (10)
La sefial después del proceso de upsampling se convierte en:
y((m-D)L) = y(mL-DL) = y(n-DL) # y(n-D) (11)
Consecuentemente, el upsampling es una operacion dependiente del tiempo.
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3.5.1 IDENTIDAD DEL UPSAMPLING

Una identidad del upsampling asegura que, las sefiales de salida Y1(2),...Yn(2),
las cuales son el resultado después de que la sefial de entrada ha pasado por el proceso
de upsampling y ha sido escalada por factores aj,...an, respectivamente (Figura 3.8(a)),
dara el mismo resultado como si la sefial fuera primero escalada y después se le hiciera

pasar por el proceso de upsampling (Figura 3.8(b)).
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/:;gura 3.8: dentidad de Upsampﬁhg

3.6 CONVERSION DE LA FRECUENCIA DE MUESTREO POR UN FACTOR
RACIONAL D/L

Las técnicas descritas hasta el momento nos permiten alterar la frecuencia de
muestreo de una sefial por un factor entero (tal como L o D) . Sin embargo, en algunas
aplicaciones, es necesario cambiar la frecuencia por un nimero racional (tal como L/D).

Por ejemplo consideremos la Figura 3.9(a) la cual muestra la transformada X(e") de

una sefial limitada en banda a \M <27/3. No podemos decimar la sefial por un factor

de dos ya que creariamos un error de aliasing.

Pero si es posible decimar la sefial por un factor de 1.5 (y la Transformada de
Fourier se alargaria como lo muestran las lineas punteadas). Una forma de hacer esto,
seria convertir la sefial discreta, a una sefial continua y muestrearla a una frecuencia mas

baja. Sin embargo, es mas simple desarrollar las alteraciones de la frecuencia de
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muestreo directamente en el dominio digital, mediante la combinacion de la decimacion

e interpolacion.

Hay dos posibles conexiones en cascada dependiendo de lo que se desarrolla
primero, decimacién o interpolacion, como se muestra en la Figura 3.10(a) y 3.10(b).

En la estructura donde la interpolacion se desarrolla antes de la decimacién
(Figura 3.10(b)), podemos ver que los filtros de la decimacion e interpolacion son filtros
pasabajas que operan a la misma frecuencia de muestreo. Por lo tanto, pueden ser
combinarse en un filtro G(z), como se muestra en la Figura 3.10(c).

(a)
wik) (k)
x(n) »|tL ¥ [b09|—»[}D|—p ym) ®)
Fs Fs=LFs Fs Fs=(L/D)Fs
jw
)(l(e ) con =2
(c)
- 0 _n 2n x
3 3
j
1 H(e w
(d)
x 2= == 0 = 2n i
3 3 3 3

/:[gura 3.9: chm/o/o de decimacién racional
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El filtro pasajas H(z) tiene una frecuencia de corte de Ws =min(z/L,z/ M), el

cual suprime el imaging causado por el upsampling y al mismo tiempo elimina el

aliasing causado por el downsampling.

xw) ——»/EO D] ip[tr | O @ ()
x@) —[tL | |EO—pE6 L pID] pyw ®)
x@@) —p'L |—p [ HE) |—p [ D|—p ym) (©)

/’:lgura 3.10: (onversién de muestreo racional

Para el ejemplo en consideracion tomaremos la conexion mas eficiente, la

3.10(c), con valores L=2, M=3; asi el factor de la frecuencia de muestreo esta dado por
M/L=3/2. La cantidad X,(e™)= X (e'*") se muestra en la parte 3.9(c). Si disefiamos a
H(z) para que sea un filtro pasabajas de fase cero con una respuesta como se muestra en

la Figura 3.9(d), entonces la salida del filtro X, (e™), se muestra en la Figura 3.9(c).

La decimacion por 3, finalmente da como resultado y(n) cuya transformada Y (e’) se

muestra en las lineas punteadas en la Figura 3.9(a).

Se puede observar claramente que la técnica descrita previamente puede ser
generalizada para reducir la frecuencia de muestreo por cualquier nimero racional M/L.
En la préactica, la calidad del filtro H(z) determina la calidad del resultado, es decir, un

filtro disefiado con un alto orden y mediante un método eficiente, respondera con una
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frecuencia de corte méas exacta y una banda de rechazo mas precisa, obteniendo asi un
filtro de mayor calidad, la calidad del filtro asi como las especificaciones de H(z)

dependen del método elegido de disefio.

En la Figura 3.11 se muestra el significado en el dominio del tiempo de la

decimacion por un factor de 5/3
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3.6.1 ANALISIS EN EL DOMINIO DEL TIEMPO

La relacion de entrada-salida en el dominio del tiempo para la estructura
mostrada en la Figura 3.9(b), puede ser derivada al considerar las relaciones de la
decimacion e interpolacion previamente desarrolladas. De la ecuacion (9) podemos ver

que v(k) puede ser expresado como:
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v(k) = 3 h(k - rL)x(r) (12)

Recordando a la ecuacion (1) del Capitulo 1, y(m) puede ser expresado en términos de
v(k) como:

y(m) =v(mD) (13)

Combinando las ecuaciones (12) y (13) llegamos al resultado deseado:
y(m) = > h(mD —rL)x(r) (14)

Ejemplo 3.1

Simplifiquese y desarréllese una expresion para la salida y(n) como una funcion
de la entrada x(n) para la estructura mostrada en la Figura 3.12:

xm) —mwtd [ —p[{ 12| —pt3 [ —p (0)

Figura 3.12: [ jemplo de un sistema para cambio de frecuencia racional
G jemp P

Solucién:

xt) —{t4 |l 4 |13 [ [t3 | v = x 43| [t | @)

Quedando la relacién de entrada y salida como:

x(n), para n=3r
y(n) = )
0, cualquier otro valor

Ejemplo 3.2

Analizar el sistema que se muestra a continuacion y encontrar la relacion de

entrada y salida.
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R(z)

X, (2)—112 o] 2 Yi(z)
3 |

X, @—12 =@ [2[— Y,

F[gura 3.13: chmp/o de un sistema Multi-frecuencia con retrasos

Solucion:

Tenemos que: R(z) =z7'X,(z2%)+ X, (z°)

Y,(z) = ;[R(z“z) +R(-2?%)]= ;[z“le(z) + Xz(z)]+;[— 272X, (2) + X,(2)] -
Yl(z) = Xz(z)

YZ(Z) — ;[ZI/ZR(ZIIZ) _ ZfllzR(_Zl/z)]

_ ;[Z-lxl(z)Jr Z_lIZXZ(Z)]+;[Z_lX1(Z) _ Z—1/2X2(Z)]: 77X,(2)

Por lo tanto, la salida yi(n) es una réplica de la entrada x»(n), mientras que la
salida y»(n) es una réplica de la entrada retrasada x;(n-1)
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3.7 SIMULACION DEL UPSAMPLER

A continuacion se muestra una simulacién del upsampler construido en
Simulink, como ya se vio previamente, el upsampler crea L-1 muestras de valor cero

entre cada muestra de la sefial original.

Sefial despuss del Upzampler

SH I:l
Fo—

Sine Wave

Yy

Upsampler

Zafal Original

/:/gura 3.14: Sistema simulado en Simulink

La sefial sinusoidal tiene una frecuencia de 0.2Hz y un tiempo de muestreo de
0.5 segundos, a continuacion se muestra la salida de este sistema, mostrando la sefial

original y la sefial con las muestras intercaladas de valor cero.

) Scope

|@am ppL ARBE D

/:Igura 3.15: Df/crcntc.s salidas para el sistema con (//lo.sam/o/cr
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Cuando se quiere aumentar la frecuencia por un factor grande (arriba de 10
veces) es posible conectar en cascada varios upsamplers como lo muestra la Figura 3.16
en donde la sefial de entrada es una sefial generada aleatoriamente y el factor de

Upsampling es de 18.

Sefial Original
A —— —»]
T g > T 2 | Eafial Interpolada >
Random Scope
Source Upsampler Upsampler2

/:tgura 3.16: Simulacién del [//Psam/o/cr con una sciial aleatoria

La sefial aleatoria se configura mediante los pardmetros que se muestran en la
Figura 3.17

Block Parameters: Random Source [
Random Source {mask) flink)

Output a random signal with uniform or Gaussian (nomal) distibution. Set
output repeatability to Monrepeatable (block randomly selects initial seed
eveny time simulation starts), Repeatable (block randomby selects initial
seed once and uses it every time simulation starts), or Specify seed block
uses specified inttial seed every time simulation starts, producing
repeatable output).

Parameters

Source type: |Lln'rh:|rrn j
i,
i

Mandmurm:

|9

Repeatability: |N|:|t repeatable j
[ Inherit output port attributes

Sample mode: |Di5|:rete j
Sample time:

I
Samples per frame:

I

Output data type: | Double

Ll Lo

Complexity: | Real

QK | Cancel | Help | |

ﬁgura 3.17: Fardmetros de (. onf/"guracfo’n del Generador de Sefiales

Aleatorias
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La salida de la sefial interpolada se muestra en la Figura 3.18, en la cual se puede

observar que se han insertado ceros igualmente espaciados entre cada par de muestras.

.} Scope

lemcop ABRE @ -

/:/gura 3.18: 5cﬁa/cs de entradla Y salida para el L//osam/o/cr con un factor
[ =18
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