3 Sistemas Dinamicos

Los sistemas dindmicos son sistemas cuyos parametros internos (variables de estado)
siguen una serie de reglas temporales. Se llaman sistemas porque estan descritos por un
conjunto de ecuaciones (sistema) y dindmicos porque sus parametros varian con respecto a
alguna variable que generalmente es el tiempo. El estudio de los sistemas dinamicos puede

dividirse en 3 subdisciplinas [10]:

e Dinamica aplicada: Modelado de procesos por medio de ecuaciones de estado que

relacionan estados pasados con estados futuros.

e Matematicas de la dinamica: Se enfoca en el analisis cualitativo del modelo
dinamico.
e Dinamica experimental: Experimentos en laboratorio, simulaciones en computadora

de modelos dinamicos.

3.1 Clasificacion de sistemas dinamicos

3.1.1 Discretos y Continuos

Los sistemas dindmicos pueden dividirse en dos grandes clases: aquellos en los que el
tiempo varia continuamente y en los que el tiempo transcurre discretamente. Los sistemas
dindmicos de tiempo continuo se expresan con ecuaciones diferenciales; éstas pueden ser
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs), ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales (PDEs) y ecuaciones diferenciales con retrasos (DDEs). Por otro lado si el tiempo
es discreto los sistemas se describen por medio de ecuaciones de diferencias (DEs),

también conocidas como mapas iterados.
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En lo referente a ecuaciones diferenciales, la diferencia entre las ODEs y las PDEs es la
variable con respecto a la cual varian las variables de estado del sistema. En las ODEs s6lo

hay una wvariable independiente que es generalmente el tiempo (por ejemplo:

dx/dt:—exp(—t)). En contraste, en una PDE puede haber 2 o maés variables

independientes (por ejemplo: du/dt = 62u/ ox*). Los sistemas dindmicos mas comunes en

electronica son ODEs en el caso de electronica analdgica y DEs con electronica digital. De
ahora en adelante los sistemas dinamicos que se analizaran estaran representados por
ODEs, a excepcidn que se indique lo contrario.

Un sistema dindmico continuo n-dimensional se puede representar por la ecuacion

x=F(x) 3.1
donde x=[x--x,] €eR" es el vector de estados, de[xl---xn]r/dteR” y

F=[f(x).../.(x)] :R"—>R".

3.1.2 Auténomos y No autonomos

Un sistema dindmico es auténomo si estd representado por una ecuacion diferencial
ordinaria autonoma o no forzada de la forma

x=F (x) (3.2)
mientras que si al sistema dinamico lo modela la ODE no-auténoma o forzada

X:F(x,t) (3.3)
el sistema dindmico es no autonomo. La diferencia entre (3.2) y (3.3) radica en que la

primera no contiene ninglin estimulo externo al sistema dependiente al sistema que force el

comportamiento natural de la dindmica del sistema, mientras que (3.3) si.
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La funcion que forza el comportamiento del sistema (3.3) puede ser constante, periodica,

aleatoria, etc.

3.1.3 Invariantes en el tiempo o variantes en el tiempo

Un sistema es invariante en el tiempo si €ste no depende explicitamente del tiempo. De la
definicién se puede concluir que todo sistema autdnomo es invariante en el tiempo. En
general, un sistema dindmico es invariante en el tiempo si

x(0)=x(8)=x, = x(1)=x(t+5) V¢ (3.4)
es decir, para que el sistema sea invariante en tiempo dos trayectorias que pasen por el
mismo punto en diferentes tiempos tendran la misma evolucion con un desplazo en el
tiempo. De no cumplir con la ecuacion (3.4) el sistema dinamico recibe el nombre de

sistema variante en el tiempo.

3.1.4 Lineales y No lineales

Un sistema dindmico es lineal si se cumple
x=F(ax+by)=aF(x)+bF(y) (3.5)

es decir, es lineal si la funcion F que relaciona la tasa de incremento de las variables de
estado con sus valores actuales cumple con el principio de superposicion.

Los sistemas lineales son sencillos de analizar y de trabajar, ya que la solucion del sistema
sujeto a condiciones complejas se puede lograr simplificando el problema a la suma de
respuestas del sistema a condiciones mas sencillas. Existen técnicas ampliamente usadas
para analizar estos sistemas como lo son la transformada de Laplace, el principio de

superposicion, la transformada de Fourier, etc. Por lo anterior es usual encontrar soluciones
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analiticas exactas de sistemas lineales, aunque también es muy comun recurrir a métodos
geométricos para visualizar la evolucion del sistema en el tiempo.

Sin embargo, si la ecuacion (3.5) falla en un sistema, €ste se dice ser no lineal. El hecho de
ser no lineal hace que su andlisis sea mucho mas complejo (ya que no se puede simplificar
el problema a instancias mas sencillas). En la mayoria de las ocasiones no se podra
encontrar soluciones analiticas exactas a los problemas no lineales, por lo tanto la
representacion de la dinamica del sistema se auxilia mucho de técnicas geométricas de

visualizacién y analisis.

3.2 Geometria y estabilidad de los sistemas dinamicos

La forma de visualizar el comportamiento de las variables de estado de un sistema
dindmico puede ser en forma de serie de tiempo (grafica de una variable de estado contra

tiempo), o en forma de espacio fase. El espacio fase de un sistema n-dimensional x = F(x)

es el espacio donde todos los posibles estados de un sistema son representados, cada
parametro del sistema se representa como un eje de un espacio multidimensional y cada
punto del espacio representa cada posible estado de las variables de sistema. En este tipo
de representacion el tiempo se vuelve un parametro implicito; como ejemplo se muestra la
Figura 3-1 una serie de tiempo (izquierda) y un plano fase (derecha) de un sistema

dinamico.
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Figura 3-1 Serie de tiempo (izquierda) y plano fase (derecha) de un sistema dinamico

El espacio fase estd descrito por un campo vectorial F que rige el recorrido de las
variables del sistema x(¢) en el tiempo, el recorrido de estas variables recibe el nombre de
trayectoria. La Figura 3-2 muestra el campo vectorial en el espacio fase de un sistema
dindmico, en ¢l se pueden apreciar singularidades (puntos, ciclos o subconjuntos del

espacio fase) que atraen a las trayectorias que pasan cerca de ellas y otras que las repelen.

Figura 3-2 Espacio fase de sistema dinAmico no lineal
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Se dice que una singularidad del espacio fase es estable, sumidero o atractor si toda
trayectoria que comienza cerca de ella se aproxima a ella conforme el tiempo transcurre.
De hecho si dicha region atrae a todas las trayectorias del espacio fase, recibe el nombre
de atractor global.

Por otro lado, una singularidad del espacio fase es Liapunov-estable si todas las
trayectorias que comienzan suficientemente cercanas a ella se mantienen cercanas a ésta
durante todo el tiempo. Puede darse la situacion de que una singularidad del espacio fase
sea Liapunov-estable pero no atractor, si esto sucede se dice que es neutralmente estable.
Sin embargo, por lo general los dos tipos de estabilidad ocurren al mismo tiempo, y en ese
caso la singularidad se dice ser asintoticamente estable.

Por ultimo, una singularidad es inestable, repulsor o fuente cuando no es ni atractor ni
Lyapunov-estable, es decir, las trayectorias que inician cercanas a ella divergen conforme
pasa el tiempo.

La importancia de la estabilidad de las singularidades radica en ésta determina la
estabilidad del sistema en el que se presenten las singularidades. En sistemas lineales las
singularidades s6lo pueden ser puntos, los cuales se conocen como puntos fijos; en cambio
los sistemas no lineales pueden presentar puntos fijos, ciclos limite y regiones llamadas

atractores extrafos.

3.2.1 Puntos Fijos

Las singularidades x* para las cuales x*=F(x*)=0 son llamadas puntos fijos o criticos;

en estos puntos el campo vectorial que determina la direccion de las trayectorias en el
espacio fase es nulo. Los eigenvalores A del sistema guardan una estrecha relacion con los

puntos fijos ya que determinan la forma en que las trayectorias interactian con el punto
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fijo. En base al comportamiento del las trayectorias alrededor del los puntos fijos, éstos

pueden ser:

e Nodo: es un punto tal que en sus proximidades todas las orbitas entran a ¢l. Es
asintoticamente estable si las Orbitas estdn direccionadas al punto lo que sucede si
los eigenvalores del sistema son reales, negativos y distintos entre si, ver Figura
3-3. En cambio, si las trayectorias se alejan del nodo, éste es inestable y los

eigenvalores del sistema son reales, positivos y diferentes entre ellos.

e Nodo estrella: Es un nodo en el que la tasa de rapidez con que todas las trayectorias
convergen o divergen del punto es igual. En este caso, los eigenvalores del sistema
son reales e iguales, si son positivos el nodo estrella es inestable y si son negativos

es estable.

e Foco: Este punto es asintdticamente estable cuando todas las oOrbitas en sus
proximidades tienden a ¢l pero no entran en ¢él; para que esto suceda los
eigenvalores del sistema son complejos conjugados con parte real negativa. Los
focos inestables se producen cuando las trayectorias tienden a €l en t —> -0 y
corresponden a sistemas con eigenvalores complejos conjugados con parte real

positiva, ver Figura 3-4.

e C(Centro: Es tal que en sus proximidades todas sus oOrbitas son cerradas. Ninguna
orbita entra y ninguna sale. Este punto es neutralmente estable y se presenta cuando

los eigenvalores del sistema son imaginarios puros, ver Figura 3-5.

e Punto Silla: Las trayectorias inicialmente tienden al punto pero después divergen
de ¢él. Este tipo de punto es inestable y se da cuando existen eigenvalores de un

sistema que son distintos y de signo opuesto, ver Figura 3-6.
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Figura 3-3 Nodo estable
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Figura 3-6 Punto silla
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Si se tiene un sistema dindmico lineal x = Ax, es facil conocer que tipo de punto fijo

presenta dicho sistema; simplemente se calculan los eigenvalores A a partir de la ecuacion
caracteristica del sistema det(A—/il)=O y se analiza la relaciéon que hay entre los
eigenvalores.

Por otro lado, el andlisis de los puntos fijos de un sistema no lineal X =F(x) se puede
hacer linealizando el sistema alrededor de cada uno de los puntos fijos y analizando cada
sistema linealizado por separado [11].

Sea x* un punto fijo de F(x), la linealizacion F, (x) de F(x) es

oF

FL(X):F(X*)+(6XJX*(X—X*) (3.6)

Existe un teorema debido a Henry Poincairé que dice que si el punto fijo del sistema

linealizado x =F, (x) es nodo, punto silla o foco, se puede garantizar que el sistema no

lineal x = F(x) tiene el mismo tipo de punto fijo y con la misma estabilidad. Este teorema

no aplica a casos en que el punto fijo sea un nodo estrella o un centro, debido a que este
tipo de punto es frontera y pequefios términos no lineales ignorados en la linealizacion lo
puede afectar y cambiar el tipo de punto fijo que éste es. Sin embargo, en lo referente a la
estabilidad, los nodos estrella no cambian su estabilidad con la linealizacion, mientras que
los centros si. Esto ultimo se debe a que los centros son resultado de eigenvalores con parte

real igual a cero, y la linealizacion los puede mover hacia un area estable o inestable.

3.2.2 Ciclos Limite

Un ciclo limite es una trayectoria aislada cerrada, es decir, no existen otras trayectorias
cerradas en la vecindad de ésta y por lo tanto las trayectorias vecinas a €sta se mueven en

espiral acercandose o alejandose del ciclo limite.
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Si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo, entonces éste es estable. El ciclo es
inestable si las trayectorias vecinas se alejan del ciclo; existen casos extranos donde se dice
que el ciclo es semiestable y se da cuando algunas trayectorias se alejan del ciclo y otras

tienden a él.

T

Figura 3-7 Ciclo limite estable

Los ciclos limite s6lo pueden ocurrir en sistemas no lineales; es imposible que sucedan en
sistemas lineales. Aunque un sistema lineal puede tener orbitas cerradas, éstas no son

aisladas y corresponden a la dindmica causada por un punto fijo tipo centro.

3.2.2.1 Teorema de Poincairé-Bendixson

El teorema de Poincairé-Bendixson es uno de los resultados mas importantes que ha
surgido en el andlisis de sistemas no lineales. En resumidas cuentas este teorema dice que
las posibilidades en el plano fase (espacio fase de un sistema bidimensional) son muy
limitadas: si una trayectoria esta confinada a una region cerrada y limitada que no contiene
puntos fijos, entonces la trayectoria debe aproximarse a una orbita cerrada eventualmente
(ciclo limite) [11].

Este teorema no aplica para sistemas tridimensionales o de mayor dimension, cuyas orbitas
pueden vagar sin patron fijo por siempre en dentro de una region limitada sin converger a

un punto fijo u orbita cerrada. En algunos casos, las trayectorias son atraidas a un atractor
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extrario: un conjunto fractal cuyo movimiento es aperiddico y sensible a las condiciones

iniciales del sistema. A este tipo de comportamiento se le conoce como caos, y se presenta

para sistemas de orden n>3.

3.2.3 Atractor Extraio

Un atractor extraiio es aquel que tiene un movimiento aperiddico y es muy sensible a

condiciones iniciales. En muchas ocasiones surge cuando diferentes ciclos limite y puntos

fijos tipo silla se encuentran en el sistema. Bajo ciertas condiciones dichos repulsores

enviardn la trayectoria a infinito; sin embargo puede haber situaciones que la trayectoria se

quede viajando de repulsor a repulsor, sin tender a infinito, haciendo una 6rbita aperiddica,

ver Figura 3-8.
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Figura 3-8 Atractor caético en: (a) espacio fase, (b) plano xy, (c) plano yz, (d) plano xz
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3.3 CAOS

Caos es un comportamiento aperiddico a largo plazo en un sistema deterministico que
presenta sensibilidad a condiciones iniciales [11]. Un sistema presenta caos cuando tiene
un atractor extrafio, el cual hace que la trayectoria del estado del sistema no se estabilice en
puntos fijos o ciclos limite ni diverja a infinito; como resultado la trayectoria se mantendra
moviéndose conforme ¢—>o de forma aperiddica. A pesar de comportarse
aperiddicamente, el caos no es aleatorio, es deterministico: si se conocen las condiciones
iniciales del sistema y los parametros de éste se puede determinar la evolucion de una
trayectoria. Otra caracteristica importante de un sistema cadtico es que ligeras variaciones
entre trayectoria y trayectoria hacen que éstas evolucionen de forma muy distinta; a esta

caracteristica se le llama dependencia a condiciones iniciales.

3.3.1 Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov son cantidades que dan la tasa de divergencia exponencial de
trayectorias con condiciones iniciales perturbadas. Por lo general el término de exponente
de Lyapunov se refiere al mas grande de los exponentes de Lyapunov de un sistema, ya
que es éste el que determina la predictibilidad de un sistema.

Numéricamente el significado del exponente de Lyapunov A es que si dos trayectorias

cualesquiera estaban originalmente distanciadas |Ax0

, entonces al transcurrir del tiempo ¢

estaran separadas en promedio Ax(x,,7)=e" |Ax0 , ver Figura 3-9.
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Ax(F, 1)
Xo +

o

Figura 3-9 Divergencia entre trayectorias cadticas

Es importante resaltar que el numero de exponentes de Lyapunov depende de las
dimensiones del espacio fase. En un sistema tridimensional hay, por lo tanto, tres
exponentes. Para que un sistema sea caotico al menos uno de los exponentes debe ser
positivo (esto hace que exista un horizonte de predictabilidad finito), y la suma de todos
ellos debe ser negativa, para que exista un atractor estable. Por otro lado, si la suma no es
negativa el sistema tiende al azar, y si todos los exponentes cero o negativos los sistemas

son lineales (predictibles).

3.3.2 Sistemas caoticos de tiron

Existen diferentes sistemas que pueden presentar caos. Dichos sistemas tienen en comun
ser de dimension 3 o mayor, tener una no linealidad (o mas); sin embargo pueden ser muy
diversos en su estructura y complejidad. En 1996, Gottlieb concluy6 que la funcién mas
sencilla que presenta caos es la funcion de tiron [12]. La funcion de tirdn es aquella de la

forma:
X = F(jc',)'c,x), (3.7)

donde x es el desplazamiento, x es la velocidad, X es la aceleraciony X' es el tiron.
En 1999, Linz y Sprott encontraron diversos atractores caoticos para el sistema de tirén

general:
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K+ firyi=f(x), (3.8)

donde la funcién f (x) es no lineal y puede ser lineal por partes; algunos ejemplos de

7(x) son:
f(x)=%(b|x|-c), (3.9)
f(x):ib[%z—cj, (3.10)
f(x)=%(bx—sgn(x)), (3.11)
f(x)=-bmax(x,0)+c. (3.12)

Dependiendo de la funcién f (x) que se seleccione se obtienen atractores diferentes. La

Figura 3-10 (a), (b), (¢), y (d) muestra los atractores caoticos correspondientes a sistemas

de tiron con las funciones f(x) expresadas en (3.9), (3.10) , (3.12) y (3.11),

respectivamente.
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Figura 3-10 Atractores cadticos de sistemas de tirén
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3.3.2.1 Condiciones para caos de los sistemas de tiréon
No todo sistema de tirén presenta caos, dependiendo del valor de los parametros Sy 7,y
de la funcion no lineal f (x) se obtienen diversos comportamientos algunos de los cuales

son caodticos. Las ecuaciones (3.9), (3.10), (3.12) y (3.11) son algunos ejemplos de
funciones que pueden lograr caos en los sistemas de tiron para algunos valoresde b y c.
En [13] se reportan las condiciones que el sistema de tirén debe cumplir para presentar un

comportamiento caotico:

e Si f(x) escontinua debe tener un cero en x = x,.

e Si (xO,O,O) es un punto de equilibrio y f, = f (xo) la linealizacion de f (x)
alrededor de dicho punto, una condicion necesaria y suficiente para la estabilidad
del punto (x,,0,0) es que B>0 y que —fBy < f, <0. Por lo tanto, para que el
sistema se comporte cadticamente se necesita que f, >0 oque f, <—fy.

Una funcion lineal por partes que cumple las caracteristicas antes mencionadas es la

funcion triangular que esta descrita por:

£ (x) =2 (jv+al-[x-a) - v, (3.13)
o de forma alternativa:
—Ux—o0 xX<-a
f(x)= (g—ij —a<x<a, (3.14)
—Ux+0 xX>a

donde 5 >0, 1€[0.8,1.2] y o €[0,6/4]. La Figura 3-11 muestra la grafica de la funcion

de transferencia triangular.
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Figura 3-11 Funcién de transferencia triangular

Sise hace x, =x, x, =X, x, =X, y se usa la funcion de la ecuacion (3.13), se tiene que el

sistema de tiron con funcidn triangular estd descrito por el sistema dindmico:

] [o 1 0] [0
X 0=[0 0 1 |[x|+]0 (21(|xl+a|—|xl—a|)—ﬂxlj. (3.15)
5| 10 = —pllx| |1

Si se linealiza el sistema (3.15) se obtiene:

X, 0 I 0 |x
X [={0 0 I ||x,], (3.16)
X, K -y —Bllx

donde x puede tomar dos valores diferentes dependiendo del punto fijo alrededor del cual

se linealize la funcion. Los valores posibles son x =38/a — u para punto fijo z*" = (0, 0,0)
y & =—p para los puntos fijos z;, =(£5/4,0,0).

Por ejemplo, si =06, y=1, 6=1, u=1y a=0.25, existen 3 puntos fijos:
z"=(0,0,0) y z,,=(%1,0,0). Los eigenvalores del punto fijo z* son A’ =1.0731y
A3 =-0.8366+i1.4476 , por lo tanto éste es un punto fijo tipo silla. Los eigenvalores del
punto fijo z; son 4 =-0.8356 y A,;=0.1178+i1.0876 y los de z, son A, =-0.8356 y

A6 =0.1178+i1.0876, lo que significa que los puntos fijos z;, son tipo silla.
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Los eigenvalores A ,, mueven las trayectorias alrededor del punto fijo z, , mientras que

los eigenvalores A,;, mueven las trayectorias alrededor del punto fijo z,. este
comportamiento hace que se formen remolinos alrededor de los puntos silla

z,= (il, 0,0). Por otro lado, los eigenvalores debidos a z* hacen que la trayectoria se

aleje del punto fijo z" y cambie de remolino [13]. En conjunto se forma un atractor

extrafo el cual se muestra en la Figura 3-12.

Figura 3-12 Espacio fase del atractor caético del sistema de tirén.

Si se dejan fijos los valores f=0.6, y=1, 6 =1, u=1 la condicién de obtener caos en

el sistema de tiron queda en funcién de «. La Figura 3-13 muestra el diagrama de
bifurcacion del sistema de tirdn y el espectro de exponentes de Liapunov en funcion de « .

En ambas graficas se puede ver que la region de o en la que seguramente se encontrara un

comportamiento cadtico es & €[0,0.3].
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Figura 3-13 Diagrama de bifurcacion (a) y de exponentes de Lyapunov (b) del sistema de tirén.

Se concluye que el sistema general:

1o 1 0][x] [0
%|=l0 0 1| x|+0 (i(|x1+a|—|xl—a|)—,uxlj, (3.17)
. 2a

X, 0 -y -fllx 1

con y=1, =06, 6=1, u=1y ae [0,0.3] presenta un comportamiento cadtico, ya

que bajo esas condiciones se obtiene un exponente de Lyapunov positivo.
Si se requiere escalar la amplitud de la trayectoria de un sistema, se puede aplicar la

transformacion lineal de escalamiento:

X, m 0 0 |x X, m 0 0%
(<0 n, Ofx,| , |x|<|0 5, O0]x], (3.18)
X3 0 0 7n]lx X, 0 0 7 x

donde 7,, 17, y 7, son factores de escalamiento de x,, x,, x;, respectivamente.

Por otro lado, es posible hacer que el espectro en frecuencia de cada una de las variables de
estado del sistema abarque un mayor o menor rango haciendo que las oscilaciones que
realiza en el tiempo sucedan mas rapidamente, lo anterior se puede lograr haciendo la

transformacion:
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x, (1) x, (7,0) % (1) 7% (,1)

X, (t) | x, (rzt) s | X, (t) «—| 7,%, (rzz‘) . (3.19)
X, (t) X, (r3t) X, (t) T,X, (r3t)
En suma, para escalar en magnitud y frecuencia al sistema general de tirdon de la ecuacion

(3.17) se realizan las siguientes sustituciones en su ecuacion:

X, . X,
P
m, o
X ) X
x, >=% X o>—2, (3.20)
7, 0,
X, : X,
PO
UE (YR

El resultado de hacer las sustituciones (3.20) en (3.17) es:

o o
i, T2 NI
=0 0 |k |+ 0 [Lqu+n1a|—|u—n1a|)—ﬁﬂu}(3.21)
. Ue 2na h
X3 X3 (£
0 _T3£7 —.p
L 2 _

donde y =1, #=0.6, =1, u=1, a€[0,03], n,m,,17, e R\{0} y 7,,7,,7, e R".
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